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PRÉFACE. 



. . . Gardons-nous de croire à ane omnipotence 
de la Géométrie seule qui n'eiiste pas et que 
l'histoire de la science dément. 

(LA«i, Coordonnées curvilignes.) 

... La méthode analytique, & raison de son 
vnirersalité, doit être enseignée de préférence et 
peut-être exclusivement.... 

(Chasles, Aperçu historique, p. z85.) 

... Pour la perfection même de son œurre, 
l'auteur a soln-^e n'employer, dans aucune des 
questions qu'il traite, ni flgures, ni aucun raison- 
nement tire de considérations géométriques.... 
( PoiNsoT, Note sur Lagrange, 3* édit. de la 
Mécanique analytique , p. 389.) 

Trop éblouis par la simplicité, la lucidité, 
l'élégance de certaines démonstrations purement 

Séométriques, ne les substituons pas partout en 
lécanique aux méthodes analytiques qui ont vé- 
ritablement signalé les thébrèmes énoncés, et 
qui , bien présentées , sont aussi simples , aussi 
lucides, aussi élégantes. 

( LAMi, Coordonnées curuilignes, p. xt.) 



Depuis quelques années, renseignement de la 
Mécanique rationnelle s'est modifié. Les professeurs 
de rÉcole Polytechnique et plusieurs professeurs de 
Faculté commencent la Cinématique avant d'abor- 
der l'étude de la Statique. 

Un grand nombre de savants se sont montrés 
hostiles à cette manière de procéder ; les arguments 
qu'ils mettent en avant me semblent faciles à dé- 
truire. La Statique, disent-ils, a été inventée près 
de deux mille ans avant la Cinématique, et avant le 
principe de Djniamique sur lequel est fondée la 
Statique dans le nouveau mode d'enseignement ; la 
Statique est donc une science à part et tout à fait 
indépendante des considérations du mouvement sur 
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lesquelles on veut l'asseoir aujourd'hui ; enfin il y a 
beaucoup d'inconvénients à modifier brusquement 
un mode d'exposition adopté depuis de longues 
années. 

A cela, je répondrai que la Cinématique est une 
science ayant son existence indépendante de la Mé- 
canique proprement dite, fondée sur la considération 
de la force, et cette science a été réellement créée en 
même temps que la Géométrie dont elle fait partie. 
On peut donc faire à part l'étude du mouvement 
des figures géométriques, d'autant mieux que nous 
n'avons pas besoin de principes nouveaux pour en- 
treprendre cette étude. Ensuite, en abordant la Sta- 
tique, on pose immédiatement tous les principes 
dont on a besoin pour construire la Dynamique. La 
Mécanique devient alors une science toute ration- 
nelle au même titre que la Géométrie pure ; enfin, 
comme le disaient si bien et Lagrange et mon illustre 
maître Bour : N'est-il pas bien singulier qu'ayant 
défini la force une cause de mouvement, on puisse 
établir toute une partie de la science des forces sans 
s'appuyer sur la considération du mouvement! 

Si Archimède et ses successeurs ont pu exposer 
la Statique sans le secours de la Cinématique, c'est 
en admettant des principes, assea évidents, du reste, 
mais inutiles. Avant tout, la science doit chercher 
à réduire au plus petit noml^'e possible les postulata, 
que l'on ne peut, d'ailleurs, éviter complètement. 
Je crois avoir montré clairement dans le courant de 
cet Ouvrage en quoi consistai^it les postulata sur 
lesquels reposait l'ancienne Statique. 



PRÉFACE. XI 

Enfin, pour répondre à la dernière objection, je 
ferai observer que les anciennes démonstrations, 
une fois le théorème de Stevin établi, ne se trouve- 
ront nullement modifiées. En résumé, la nouvelle 
Mécanique ne diffère de Tancienne que par une 
Introduction, qui est la Cinématique, branche de la 
Géométrie, et par une nouvelle démonstration du 
ttiéorème du parallélogramme des forces fondée sur 
les principes fondamentaux de la Dynamique, que 
l'ancienne Mécanique n'évitait pas. Ainsi un peu 
plus de rigueur dans les principes, un peu plus de 
logique dans le mode d'exposition, voilà ce qui 
différencie la nouvelle méthode de l'ancienne. 

3 'ai donné presque toujomrs la préférence aux 
démonstrations analytiques; elles ont l'avantage de 
laisser dans l'esprit une trace ineffaçable et de four- 
nir une méthode uniforme d'investigation. Tout 
s'enchaîne en analyse. La synthèse, au contraire, 
ne présente que des méthodes isolées et exige des 
efforts de mémoire prodigieux de la part de ceux 
qui abordent l'étude d'une science. Je citerai à l'ap- 
pui de mon opinion un passage de Poinsot, le géo- 
mètre par excellence, et que l'on peut lire dans la 
première Note qui fait suite à la troisième édition 
de la Mécanique de Lagrange. 

Maintenant que je crois avoir justifié l'ordre des 
matières exposées dans cet Ouvrage, je dois pré- 
venir les candidats à la licence et à l'agrégation qui 
voudront bien étudier mon travail, que je ne me 
suis pas borné à développer leur programme, j'ai 
consacré un Chapitre spécial aux travaux récemment 
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effectués par les continuateurs de Lagrange sur Tin- 
tégration des équations de la Dynamique. Les per- 
sonnes qui voudront bien lire ce Chapitre y trouve- 
ront des méthodes fécondes pour résoudre certains 
problèmes qui, par les méthodes ordinaires, pré- 
senteraient de graves difficultés. 

Je prie le lecteur de vouloir bien me pardonner 
certaines locutions vicieuses, telles que droite parai- 
lèle égale et de même sens que y etc.; ces locutions, 
mauvaises au point de vue grammatical , simplifient 
tellement le langage, que j*ai cru pouvoir me les 
permettre. 

Je me suis permis également (toujours pour être 
plus concis) de supprimer certains développements 
donnés soit dans les Traités d'Analyse, soit dans les 
Traités de Physique. En un mot, je suppose le lec- 
teur déjà un peu au courant des questions de Mé- 
canique les plus élémentaires. 

Je remercie MM. Gigon et Ribaucour qui ont bien 
voulu m'aider dans la correction des épreuves. 
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CHAPITRE PREMIER. 

MOUVEMENT D'UN POINT MATÉRIEL. 



I. PbÉLIMIN AIRES. 

1. La Mécanique est la science du mouvement et de 
ses causes; elle se divise en trois parties : i^ la Cinéma' 
tique^ qui a pour but Tétude des diverses propriétés des 
figures en mouvement, étude considérée indépendamment 
dais causes qui peuvent produire ce mouvement; 2° la 
Statique^ qui a pour but l'étude des causés de mouve- 
ment on'forceSj indépendamment des mouvements plus 
ou moins compliqués qui peuvent en résulter 5 3° enfin 
la Dynamique, qui a pour but la recherche du mouvement 
produit par des causes connues, ou vice versa la recherche 
des forces capables de produire un mouvement donné. 
Nous aborderons d'abord Tétudede la Cinématique. La 
Cinématique n^est, à proprement parler, qu'une branche 
I. I 
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de la Géométrie dans laquelle on fait parfois entrer un 
élément nouveau, le temps. 

Le temps ne peut pas se définir, mais il est essentiel de 
montrer comment on peut arriver à le mesurer. Deux 
temps sont égaux lorsquHls sont la durée de deux phéno- 
mènes identiques, et cette proposition est bien plus 
l'énoncé d^un fait qu'une définition. Quoi qu'il eu soit, 
c'est en partant de ce fait ou de cette définition que l'on 
arrive à mesurer le temps. Si l'on imagine un vase rempli 
d'eau conservant constamment le même niveau, et si l'on 
pratique à la partie inférieure du vase une ouverture, 
la quantité d'eau écoulée pendant un certain temps pourra 
servir à mesurer ce temps, car le fait de l'écoulement 
d*un litre d'eau est un phénomène qui reste identique à 
lui-même et qui exige par suite le même temps pour son 
accomplissement. Nous pouvons prendre pour unité de 
temps le temps employé pour laisser écouler un litre 
d'eau ; le temps t sera alors le temps qu'il faut pour laisser 
écouler t litres d'eau. 

Nous n'avons pas à discuter les méthodes que l'on a 
proposées pour mesurer le temps*, qu'il nous suffise de con- 
cevoir que l'on puisse adopter une unité, peu importe, 
du reste, pour le moment, la manière dont cette unité aura 
été choisie. Lorsque nous entrerons dans le domaine des 
applications il faudra, au contraire, choisir cette unité 
avec un soin minutieux; c'est alors que la Mécanique em- 
pruntera des notions étendues à la Physique expérimen- 
tale et à l'Astronomie, et cessera d'être une science pure- 
ment rationnelle. 

• 

II. — Définition d'un mouvement. 

2. Nous disons qu'un corps est en mouv^ement lorsque 
nous lui voyons occuper successivement diverses posi- 
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lions dans l'espace, il est en repos dans le cas contraire; 
le mouvement d'un corps sera parfaitement défini lorsque 
Ton connaîtra la position de chacun de ses points à chaque 
instant. Nous sommes donc tout naturellement conduits 
à définir le mouvement d'un point. A cet effet, on peut 
imaginer un système de coordonnées, et donner les coor- 
données du point mobile en fonction du temps. 

Si, pour fixer les idées, nous prenons trois axes rectan- 
gulaires, oor, o^, oz, et si nous comptons le temps à partir 
d'un certain instant bien défini, tel que l'apparition d'un 
phénomène constaté, si nous désignons par a:, y y z les 
coordonnées du point mobile, et par t le temps écoulé 
depuis Tapparition du phénomène en question, x^y^ z 
seront des quantités variables avec t, des fonctions cp (f ), 
X {^)? ^ (') ^^ temps j les équations 

(i) x = ^{t), x = xW^ ^==^(0 

définiront entièrement le mouvement du point mobile. 
Car t une fois connu, on connaîtra x^y^ z^ c'est-à-dire la 
position du mobile; l'instant (*) à partir duquel on compte 
le temps porte le nom d'origine des temps, les quantités 
îWî XW» ^(^)'i ^^^ représentent les coordonnées du 
mobile à l'instant où l'on commence à compter le temps, 
sont ce que l'on appelle les coordonnées à l'origine du 
temps. 

3. Si, entre les équations (i), on éliminait ?, on trou- 
verait deux relations de la forme 

entre les coordonnées a:, j", z» Ces équations représen- 



(*) Vinstani en Mécanique n'a pas de durée, c'est ce qui sépare deux 
temps consécutifs; Tinstant est au temps ce que le point en Géométrie est 
à l'espace. 



( . 
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tent une courbe snr laquelle le point reste constammenl, 
puisque ses coordonnées satisfont quel que soit t aux 
équations (2). Cette courbe que décrit le point mobile 
est ce que Ton appelle sa trajectoire. Les équations (i) 
portent le nom ai équations du mouvemenf. 

4. Lorsque le mouvement d'un point s'efiectue dans 
un plan, on peut prendre ce plan pour plan des xjr\ Tune 
des équations du mouvement se réduit alors à z = o ; on 
n'a pas besoin d'en tenir compte^ et les équations du 
mouvement se réduisent à deux 

En général, toutes les fois qu'un point sera assujetti 
à se mouvoir sur une surface connue, deux équations suf- 
firont pour déterminer son mouvement^ par exemple, 
pour connaître le mouvement d'un point à la surface 
d'une sphère, il suffira de donner sa longitude et sa la- 
titude en fonction du temps. 

Si un point est assujetti à se mouvoir sur une courbe 
donnée, une seule équation suffira pojir déterminer son 
mouvement. En effet, ce mouvement sera connu dès que 
l'on connaîtra l'équation 

qui lie l'arc parcouru pendant le temps t à partir d une 
origine donnée, au temps t employé à le parcourir. 

Ajoutons enfin que les équations du mouvement ne se 
présenteront pas toujours sous la forme simple (i), mais 
sous des formes plus compliquées dont l'expression géné- 
rale est, 

* (.?;,r, 3, r) ~ o, X (x, j,z,r) = 0, M'(.r,j, z,/) =0. 
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III. — Mouvement uniforme. 

5. Le mouv^ement uniforme est celui d'un point qui 
parcourt des espaces égaux en des temps égaux, quels que 
soient ces temps. Ceci revient à dire que la variation de 
Tespace est proportionnelle à celle du temps. 

Si doue 5 désigne Tare de trajectoire compté à partir 
d'une origine donnée, 5^, l'arc de trajectoire compté à 
partir de la même origine jusqu'à la position occupée par 
le mobile à l'époque fo» on doit avoir 

(l) S — S^=p(t-'to), 

\f désignant dans cette équation une quantité constante. 
Si l'on prend t — fa =• i ? la formule précédente devient 

s — ^9 =r p. 

La quantité v est donc l'espace parcouru par le mobile 
dans l'unité de temps ; on lui donne le nom de vitesse du 
moui^ement ou du point mobile. L'équatibn (i) est l'é- 
quation du mouvement uniforme. Cette équation se sim- 
plifie si l'on prend /© = o, c'est-à-dire si l'on compte le 
temps à partir du moment où le mobile est en Sq. On a alors 

s — s^=zvt on s =z So -h Pt. 

Elle se simplifie encore en prenant Sq = o^ c'est-à-dire 
en comptant les espaces à partir du point où se trouve Iç 
mobile à l'époque f = o. On a dans ce cas 



IV. — Vitesse u'un mouvement quelconque. 

6. Tout mouvement qui n'est pas uniforme est dit 
vané, La vitesse d'un mouvement uniforme fait connaître 
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la rapidité de ce moavemeiit qui est toujours la même. 
Comment peut^on parvenir à la mesure précise de cette 
rapidité dans un mouvement varié ? 

Pour résoudre cette question importante, nous obser- 
verons que le phénomène du mouvement est essentielle- 
ment continu, et que si Ton considère une période de 
temps assez courte Af, le mouvement du point sera pres- 
que uniforme, en sorte que le rapport — mesurera assez 

bien la rapidité du mouvement pendant le laps de 
temps At. On donne à ce rapport le nom de vitesse 
moyenne pendant le temps A7 ^ la vitesse moyenne dépend 
non-seulement de /, mais encore de At, et ne donne au- 
cune notion sur la nature du mouvement à Tépoque t : 

il n'en est pas de même de la limite — de cette vitesse 

moyenne, à laquelle on a donné le nom de vitesse du 
moui^ement à V époque t. 

Ainsi Ton voit que la vitesse n'est autre chose que la 
dérivée de l'espace prise par rapport au temps. 

Cette définition s'applique encore au mouvement uni- 
forme. En effet, si Ton reprend la formule 

(l) S-- S, = i>{t — f,), 

elle donne par différentiation 

* ' (it 

Réciproquement, si la vitesse d*un mouvement est con- 
stante, le mouvement est uniforme. En effets si dans 
Téquation (a) on considère (^ comme une constante, 
l'intégration fournira la formule (i). 
La formule 
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permet de calculer la vitesse dès que l'on connait les 

équations du mouvement. En effet, — pourra se calculer 

en fonction des différentielles des coordonnées, lesquelles 
sont des fonctions implicites ou explicites du temps don- 
nées par les équations du mouvement. Par exemple, si le 
mouvement est donné eu coordonnées rectangulaires, on 
aura 



ds /dâ 



dx^ -h dr^ -4- dz^ , 



V. — Théorèmes sur les vitesses. 

7. On représente géométriquement la vitesse if à Vé- 
poque f , d*ua point eu mouvement, en menant par la 
position du mobile à Tépoque t, une tangente à la trajec- 
toire; sur cette tangente, à partir du point de contact et 
dans le sens où s'effectue le mouvement, on porte une 
longueur égale à i^. 

Pour bien comprendre ce mode de représentation, il 
faut d'abord dire ce que nous entendons par sens du 
moui^ement^ il faut ensuite faire comprendre ce que Ton 
entend par une longueur égale à f . Par la position occu- 
pée par le mobile à l'époque t, menons un plan normal à 
la trajectoire; le mobile en quittant le plan normal com- 
mencera à se mouvoir d'un certain côté de ce plan, on 
prend l'extrémité de la vitesse précisément de ce côté, 
son origine demeurant, comme on l'a dit, au point de con- 
tact ; le sens de la vitesse est ainsi déterminé et porte le 
nom de sens du mouvement, 

ds 
La vitesse i^= T" ^^^ ^® rapport d'un espace à un temps, 

cette quantité varie donc à la fois avec l'unité d'espace et 
avec l'unité de temps. Quoi qu'il en soit, l'unité d^espace 
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et l'unité de temps une fois fixées, le rapport u aura une 
valeur numérique; on devra alors entendre par longueur 
égale à v une longueur contenant autant d'unités de lon- 
gueur qu'il y a d'unités abstraites dans le nombre f^. 

8. Théorème I. — La projection de la vitesse d^un 
point sur un axe quelconque est représentée en gran^ 
deur et en direction par la vitesse de la projection de ce 
point. 

En effet, soit MM' {Jig. i) l'arc de trajectoire parcouru 

Fig. I. 




« 



dans le temps dt, la vitesse (^ du mobile sera la limite du 

rapport 

corde M M' 



dt 

Soient N et N' les projections de M et de M' sur Taxe OX, 
la vitesse de la projection du point mobile sera la limite 
de 

Tfcvr • • i^T * 1 / 1 ^ cordeMM' 
Mais SI MiÂ représente une longueur égaie a et 

si Ton projette Mfx sur OX suivant la ligne Nv, on aura 



11 
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Il résulte de là que 

„ NN' 

dt 9 

la limite de Nv est donc la vitesse du mouvement projeté. 
Mais la limite de Mfx est en grandeur et en direction la 
vitesse du mouvement lui-même; or, par hypothèse, 
Nv est la projection de Mfx. Le théorème est donc dé- 
montré. 

9. Théorème II. — La projection de la vitesse d'hall 
point sur un plan est égale à la vitesse de la projection 
de ce point sur le plan. 

La démonstration de ce théorème se fait exactement 
comme celle du précédent. 

Corollaire 1. — Si l'on considère les équations du 
mouvement d'un point en coordonnées recti lignes, x^jr^ z 
désignant les coordonnées du mobile à Tépoque t^ 

dx dy dz 
dt^ e// ■ di 

seront les vitesses des mouvements projetés sur ox^ oy^ oz 
respectivement, les projections étant effectuées «parallè- 
lement à zoy^ zox^ ^oy* Ces quantités représenteront 
donc aussi, en vertu du théorème I, les projections de 
la vitesse propre v du mobile sur les axes, et la vitesse v 

1/1 1 . dx dy dz 

sera par suite la résultante des vitesses -:-> -t-î -r* 
^ dt dt dt 

Si les coordonnées sont rectangulaires, et si a, |3, y 
désignent les angles que la tangente à la trajectoire diri- 
gée dans le sens du mouvement fait avec les angles, on 



aura 



dx ^iy ^ ^^ 

---=:(^COSa, -7-=PC0Sp, -— z=:PC0S7, 
dt ^ dt ^' dt ' 
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et par suite, eti ajoutant ces équations élevées au carré, 



'dÔ 



c'. 



10. Corollaire II. — Supposons que le mouvement d'un 
point s^effectue dans un plan, prenons des coordonnées 
polaires*, soient OX ^fig* 2) Taxe polaire, O le pôle, MM' 
Tare décrit par le mobile dans le temps dt. 



Fig. 2. 




Soient OM = /•, XOM = les coordonnées du mobile 
à Tépoque f , on aura 

r -r- est la dérivée de rô prise en regardant r comme con- 

stant^ c'est donc la vitesse d'un point qui décrirait 
Tare MN ayant son centre en O et son extrémité N sur 

dr 
le rayon vecteur du point M^ De même -7- est la vitesse 

d'un point décrivant la droite MP ayant son extrémité 
sur l'arc M'P de cercle décrit de O comme centre 

avec OM' pour rayon 5 ''7-? ^7- sont les vitesses des pro- 
jections du mobile sur la tangente à MN et sur MP \ ce 
sont donc aussi les composantes delà vitesse suivant la 
tangente MN et suivant MP : on peut dire aussi que ce 
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sont les composantes de la vitesse prises normalement et 

di 



parallèlement au rayon vecteur du mobile*, r-- est la 



dr 
vitesse de circulation du mobile, -r- sa vitesse de truns~ 

dt 

lation le long du rayon vecteur, 

dQ I /iQ 

-j- s'appelle la vitesse angulaire du rayon OM5 - /•* — 

est sa vitesse aréolaire. 

Lorsque -r- est constant, on dit que le rayon vecteur 

est animé d'un mouvement de rotation uniforme autour 
du point O, et alors varie proportionnellement au 
temps. 

VI. — Mouvement umiformément varié. 

11 . Le mouvement uniformément varié est celui dans 
lequel la vitesse prend des accroissements égaux dans des 
temps égaux, quels que soient ces temps. 

Ou, si l'on veut, c'est le mouvement dans lequel la vi- 
tesse reçoit des accroissements proportionnels à ceux du 
temps. 

Supposons le mouvement rectiligne; en prenant la 
trajectoire pour axe, l'équation unique du mouvement 
sera 

dans cette formule, (^ et i^^ sont les vitesses aux époques t 

et /q, j est une constante que l'on appelle V accélération. 

L'équation précédente est une équation diflerentielle; 

pour obtenir l'équation du mouvement sous forme finie, 

ds 
il suffît de remplacer i^ par -r- et d'intégrer, il vient alors 

* — Jo — '•# (^ — ^e) = ^J (' — '•)% 
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OU bien 

I 






dans cette formule, s et 5^ sont les espaces parcourus par 
le mobile aux époques t et /^ comptés à partir d'une ori- 
gine déterminée. 

L^équation du mouvement uniformément varié est de 
la forme 

s=:a -\- bt -^-ci^. 

Réciproquement, tout mouvement représenté par une 
semblable équation est uniformément varié ^ car la dif- 
férentiation donne 

ds . 

dt 

d'où Ton lire 

et, comme on voit, la variation de la vitesse est propor- 
tionnelle à celle du temps. 

La discussion des cas particuliers de ce mouvement se 
fait dans les Cours de physique élémentaire ; rappelons 
seulement que le mouvement est dit uniformément ac- 
céléré ou relardé, selon que j est positif ou négatif. 



VII. AcCÉLÉRATlO» DANS UN MOUVEMENT QUELCONQUE. 

12. Soient MM' (Jfg* 3) la trajectoire d'un point mo- 
bile, MV sa vitesse à l'époque f. M' V sa vitesse à l'épo- 
que t -f- At. Menons M' Vj égale et de même sens que MV ; 

y y 
joignons V^V: la limite de — ^ — ? lorsque At converge 
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vers zéro, est ce que l'on appelle V accélération totale 
du mobile à r époque t [*). 

A mesure que Ton fait tendre A f vers zéro, le point M^ 
tend vers M et V,V' tend vers une direction limite que 

Fig. 3. 




Ton appelle la direction de Taccélération totale. L^accé- 
lération totale se représente à Taide d^une^ droite issue 
de M, ayant pour direction la position limite de Y| V, et 
pour longueur 



lim 



^t 



Soient x^ y^ z les coordonnées rectangulaires du 
point M, celles du point V seront 

ni* ti"^ d^ 

.r-f-MV-;-, ^4.MV-5^, z + MV-^, 
as as as 

S désignant l'arc de trajectoire décrit au bout du temps t, 

ds 
Or MV n'est autre chose que la vitesse -^ ; en rempla- 
çant MV par sa valeur, les coordonnées de V deviennent 

dx dy dz 

dt dt dt 



("*) L'accélération totale est en quelque sorte, comme on voit, la dé- 
rivée géométrique de la yitesse; je ferai comprendre ma pensée en sup- 
posant que le mouvement s'effectue dans un plan, MV et M'V pourront 
alors représenter deux quantités imaginaires; V^ V représentera alors la 
différence de ces deux imaginaires, et Ton pourra écrire 

Vj V'=<f.MV. 
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Les coordonnées du point Vi sont égales k celles de Y 
respectivement augmentées de dx^ dy^ dz\ quant aux 
coordonnées de V, elles sont égales à celles de V, aug- 
mentées de leurs différentielles \ car V est ce que de- 
vient V, quand on change t en t-^ dt. Ainsi les coor- 
données de V sont 



dx dx 

^ H r- "+- «^ + « -T-! 

dt dt 



celles de V, sont 



dx 

X \ ~~ ! €*X m • • ■ • 

dt 



Il en résulte que les projections de VjV sur les axes 
coordonnés sont respectivement 

, dx ^ dy dz d^x , d^r , d^z , 

d —, d -^i d-y ou -j-r^^9 -JT ^y "TT? ^^î 
dt dt dt dO dt^ dt^ 

par suite, les projections de l'accélération totale sont 





d^x 


d'r 


d'z 






dt' 


dt' 


dt' 




Or on a 










- 




,dx 


dx ds 






.d'x dt 
dt^ dt 


ds dt ds 
ds dt' 




ce que l'on 


peut encore écrire, 


en désignant 


la vitesse 


par (^, 












d'x 
dt' 


\is[' 


dx\ 
ds)' 




ou bien 












d'x 
dt' "~ 


d^x 
ds' 


dx dp 
ds ds 





ou bien encore, en appelant p le rayon de courbure de 
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la trajectoire, et ^, /ui, v les angles qu^il fait avec les axes, 

d^x cosk ds dx dv dt 

dt^ p dt ds dt ds^ 

c'est-à-dire enfin, en appelant a, (3, y les angles que fait 
la vitesse avec les axes, 

^ d^x cos^ dv 



dt^ p dt 

On aurait de même 

d^y = ^^ cosa dv 
-ir — ^4- — cosB, 

dt^ p dt ^' 

d^z COSv dv 

z=z v^ H — -- COS7. 

dt^ p dt ' 

Ces trois formules montrent que raccélëration totale est 

la résultante de deux droites : l'une — » dont la direction 

est celle du rayon de courbure; l'autre -— ou-—? dont 

•^ ' dt dt^ 

la direction est celle de la tangente à la trajectoire. La 
première de ces droites porte le nom d^ accélération cen^ 
tripète ou noi^nale; l'autre est ce que Ton appelle l'ac- 
célération tangentielle. 

Ces résultats peuvent être établis par la Géométrie^ 
pour cela , il suffit de mener Vj P perpendiculaire 
à M^V, Yi P est une normale située dans le plan oscu- 
lateur, car le plan ViM'V passe par une tangente paral- 
lèlement à la tangente infiniment voisine. 

V V 
ViV est la résultante de VjP et de PV : donc -^ 

dt. 

sera la résultante de — 7— et de — r-; or, en appelant e 

dt dt ^ ^ ^^ 

Tangle que fait M'V avec MV, 

--.« , s ^ds 

V, P = M' V, ^g=zvî = vds --- z= ; 

ds p ' 
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donc 

V,P u ds v^ 

dt p de p* 

donc la limite —^ est V accélération centripète déjà trou- 
vée tout à Theure. On a ensuite 

PV'= M'V— M'V, cos« = M'V— W\\=zdo; ^ 

donc 

PV _ rfp _ ^j 

fl^/ dt dt^ ' 

et Ton reconnaît ainsi que Faccélération totale est la ré- 

c' di^ 

sultante des droites - et — » portées l'une dans le sens 
du rayon de courbure, Tautre dans le sens de la tangente. 



VIII. — Théorèmes sur les accélérations. 

13. Théorème I. — Lorsquun mou\^ement est recti- 
ligne ^ r accélération centripète est nulle ^ et^ récipro- 
quement^ si V accélération centripète est constamment 
nulle, le moux^ement est rectiligne. 

En effet, Taccéléralion centripète a pour expression — ; 

si elle est nulle, c'est que p est infini: et "vice versa si p 

est infini, l'accélération centripète sera nulle, car i^ ne 

ds 
peut être constamment nul ou infini, puisque 1^== —-: 

cette remarque suffit pour démontrer le théorème en 
question. 

Corollaire. — Dans le mouvement rectiligne, l'accé- 
lération totale se réduit à l'accélération langeniielle et a 

d^s 
pour expression -—• Si de plus le mouvement est uni- 
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formément varié, -r-r devra être constant: car alors — 

' dt^ ' dt 

est de la forme / [t — fo)^ / désignant une constante. On 
voit donc que la définition de l'accélération que nous 
avons donnée quand il a été question du mouvement uni- 
formément varié rentre dans la définition générale. 

11. Théorème II. — Dans le mouvement circulaire et 
uniforme V accélération centripète est constante^ Vaccé- 
lération tangentielle est nulle. 

Cela résulte des expressions données plus haut pour 

n ^ ' , . «'^ dv ^ . 

ces accélérations, a savoir: - et --• loi t' et sont con- 

' ^ dt ' 

v^ dv 

stants, donc - est constant, -7- est nul. L'accélération 

' p ^ dt 



i^ 



totale se confond avec l'accélération normale — 

P 

lo. Théorème III. — La projection de V accélération 
totale d\in point sur un axe ou sur un plan est égale à 
V accélération totale de la projection de ce point. 

Ce théorème peut se démontrer comme il suit, dans le 
cas où la projection se fait sur un plan. 

Fig. 4. 




Soient MV et M V {Jig, 4) les projections de la vitesse 

dt 



yy/ 

aux époques telt-^dtel VJ = --t— Soient NU et NU' 



I. 
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les projections de MV et MV, c'est-à-dire les vitesses, 
du mouvement projeté aux époques t et t -h dt. UU' sera 
la projection de V V, la projection de J se trouvera alors 
en K sur UU'. Or on a 

VJ _ VV _ \\':dt 

VK~~vW~^vv:dt' 

donc UK = — T~> donc la projection UK de l'accéléra- 
tion totale est l'accélération totale du mouvement pro- 
jeté. 

Si l'on avait projeté sur un axe, la démonstration eût 
été la même, la figure seule eût changé, car U, U' et N 
eussent été en ligne droite. 

16. Théorème IV. — Si d^ un point de la trajectoire, 
infiniment voisin du mobile^ on abaisse une perpendi- 
culaire sur la vitesse^ cette perpendiculaire représentera 
la moitié du produit de ^accélération normale par le 
carré de Vêlement du temps. 

En effet, cette perpendiculaire a, comme on sait, pour 

expression 

ds^ ds"^ dr I «^2 . 

— ou --— — = — at^. 

F 

C. Q. F. D. 

Théorème V. — Si sur la tangente à la trajectoire 
menée par la position M du mobile à V époque t^ et dans 
le sens du moui^ement^ on prend une longueur MT égale 
ài^dty si Von joint V extrémité T de la ligne ainsi menée 
à In position M' occupée par le mobile à V époque t +■ dt, 

la ligne TM' sera égale à - jdt^^ j désignant Vaccélé- 

2 

ration totale. 
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En efiel, les coordonnées de M étant x^ y^ z, celles 
de T {fig» 5) seront x -h dx, j -h dj^ z -h dz^ tandis 




que celles de M' seront a: -t- Ax, j -h Aj-, z -{- Az, Les% 
projections de TM' sur les axes seront alors 

Aar — dx, Ajr — d/y Az — dzy 

ou bien, en vertu du théorème de Taylor, 

2 2 -^ 2 



ou 






2 r/f» ' 2 rfr^ ' 2 dr 
Ce sont précisément les projections de-jdt^. 



2 



2. 
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CHAPITRE IL 

ÉTUDE DU MOUVEMENT D'UN CORPS SOLIDE. 



^ I. — Préliminaires. 

17. On appelle corps solide^ en Mécanique rationnelle, 
un corps hypothétique dont tous les points sont assujettis 
à rester à des distances constantes les uns des autres ; le 
solide de la Mécanique diffère donc du solide naturel par 
son inextensibilité, son manque absolu d'élasticité. 

Bien que les solides inextensibles, incompressibles, 
n^existent pas dans la nature, l'étude que nous allons 
faire est appelée à rendre de grands services aux sciences 
appliquées; en effet, il est souvent commode, comme 
nous le verrons par la suite, de rapporter le mouvement 
d*un point à des axes coordonnés mobiles; ces axes, dont 
Texistence est toute fictive^ forment un système solide 
dont les propriétés cinéma tiques vont être de la plus haute 
importance. Certains corps naturels, en mouvement, des 
liquides, des gaz même peuvent prendre une forme per- 
manente en vertu de laquelle leurs différents points res- 
tent effectivement à des distances mutuelles, invariables 
pendant un laps de temps plus ou moins long ; pendant 
ce temps, ces corps peuvent, relativement à leurs pro- 
priétés cinématiques, être assimilés à de véritables soli- 
des; à ces exemples on pourrait en joindre d autres fort 
nt>mbreux, et Ton voit une fois de plus que Tétude des 



» * 
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êtres de raison peut conduire à des connaissances utiles 
et tout à fait pratiques. 

Un corps solide est dit animé d^un mouvement de 
translation lorsque l'on peut toujours Tamener de l'une 
de ses positions dans une autre en faisant décrire à ses 
divers points des droites égales et parallèles ; il en résulte 
que tous ses points possèdent la même vitesse, car le ds 
(élément de chemin) est le même pour chacun d'eux dans 
le temps dt] la vitesse commune à tous ces points est ce 
que l'on appelle la vitesse de translation. 

Pour qu'un solide soit animé d'un mouvement de trans- 
lation, il suffit évidemment que trois de ses points pris^ 
au hasard soient animés de mouvements identiques ; 
nous laissons au lecteur le soin de démontrer cette propo- 
sition fort simple. 

Un solide est dit animé d'un moui^ement de rotation 
autour d'un axe, lorsque, cet axe étant invariablement 
lié à ce solide, tous les points de Taxe en question restent 
immobiles pendant le mouvement. 

Il fau^ien comprendre cette locution : axe im^ariable- 

ment lié à un solide. Un axe est un corps solide; si l'on 
imagine que l'on assujettisse ses points à rester à des 

distances invariables du solide considéré, il fera partie 
en quelque sorte de ce solide et lui sera invariablement 
lié. Pour lier un corps solide à un autre, il suffit évi- 
demment de lier invariablement trois points du pre- 
mier à trois points du second, mais si l'un de ces solides, 
le second par exemple, se réduit à un axe, deux points 
suffiront pour celui-ci. Ces propositions résultent de ce 
que deux tétraèdres sont égaux quand ils onê toutes leurs 
arêtes égales. 

Lorsqu'un solide est animé d'un mouvement de rota- 
tion autour d'un axe, tous ses points décrivent des arcs de 
cercle dont les centres sont situés sur l'axe. Ces arcs de 
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cercle contiennent tous le même nombre de degrés, en 
d'autres termes, les perpendiculaires menées de différents 
points du solide sur Taxe tournent toutes pendant le même 

temps dt d'un même angle dO ] — est ce que Ton appelle 

la vitesse de rotation du solide •, si cette vitesse est con- 
stante, c'est-à-dire si les angles décrits par les perpendi- 
culaires menées de différents points du corps sur Taxe 
pendant des temps égaux sont égaux, le mouvement de 
rotation est dit uniforme. Alors edfectivement chacun des 
points du système possède un mouvement circulaire et 
uniforme. Tous ces principes sont trop connus des per- 
sonnes qui abordent Tétude de la Mécanique rationnelle 
pour qu'il soit nécessaire de nous y arrêter longtemps. 

II. — Composition des mouvements élémentaires. 

18. Lorsqu'un corps reçoit successivement plusieurs 
mouvements, on appelle mouvement résultant un mou- 
vement qui aurait pour but d'amener d'un seui coup le 
corps de sa position initiale à sa position finale; les mou- 
vements successifs qui produisent le même effet que le 
mouvement résultant sont ce que l'on appelle les mouve- 
ments composants, 

La recherche du mouvement résultant est un problème 
indéterminé; il devient au contraire parfaitement déter- 
miné si on l'assujettit à certaines conditions; il est par 
exemple bien déterminé quand les mouvements compo- 
sants sont infiniment petits et quand, négligeant les infi- 
niment peins d'ordre supérieur, on remplace les arcs de 
trajectoire par leurs cordes. Nous allons montrer com- 
ment les mouvements de rotation et de translation peuvent 
se composer de manière à fournir des mouvements résul- 
tants de même nature. 
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19. Nous conviendrons de représenter le mouvement 
de translation d^un corps par une droite égale parallèle 
et du même sens que les cordes des chemins décrits par 
chacun des points du corps* 

20. Nous représenterons, avec Lagrange, un mouve- 
ment de rotation à l'aide d^une droite proportionnelle 
au déplacement angulaire (*), portée sur l'axe autour 
duquel s^efFectue la rotation, et dans un sens tel, qu'un 
observateur, ayant sa tête à l'extrémité de la droite et ses 
pieds à Torigine, voie le mouvement s'exécuter dans le 
sens direct (celui des aiguilles d'une montre est le plus 
souvent choisi pour mouvement direct). 

21. Théorème I. — Un nombre quelconque de mou- 
t^ements de translation a pour mouvement résultant une 
translation représentée par la résultante des droites qui 
représentent les mouvements composants. 

En effet, soient AB, BC, . . ., MN les cordes des che- 
mins décrits par un point du système dans les mouve- 
ments composants; soient A'B', B'C',.*«) M'N'les cordes 
analogues pour un second point du système. AN et A'N' 
sont évidemment égales et parallèles; donc le mouve- 
ment résultant peut se réduire à une translation. Si 
les translations composantes sont représentées par AB, 
BC,. . ., MN, la translation résultante sera représentée 
par la résultante AN des droites AB, BQ, . . . , MN. 

Cé Q. F. D. 

22. Théorème U. — Le mouv^etnent résultant de deux 
rotations infiniment petites dont les axes se rencontrent 



(*) Le déplacement angulaire est l'angle dont a tourné une perpendi- 
culaire à l'axe de rotation invariablement liée au solide. 
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peut se réduire à une rotation représentée par la dia- 
gonale du parallélogramme construit sur les rotations 
composantes. 

En effet, soit MA = p et MB = q les rotations com- 
posantes. Si nous considérons un point O situé dans le 
plan AMB [fig. 6), du point O menons OP et OQ, per- 




pendiculaires sur MA et MB; en vertu de la rotation p, 
ce point (dans le cas de la figure) va décrire un arc de 
cercle derrière le plan de la figure 5 la grandeur de cet 
arc sera p. OP. Si maintenant on opère la rotation 9, 
le point O va décrire un arc de cercle dirigé en sens in- 
verse du précédent et dont la grandeur sera ly.OP. Si Ton 
suppose les deux rotations p et q infiniment petites, les 
deux arcs de cercle que nous venons de considérer pour- 
ront être réduits à de petites droites normale» au plan 
de AMB, et alors le point O restera immobile si l'on a 

(i) /?.OP=:^.OQ. 

Ainsi les points O tels que la relation précédente soit sa- 
tisfaite n'auront pas changé de place dans le mouvement 
résultant. Ce mouvement peut donc être assimilé A une 
rotation dirigée suivant MO, c'est-à-dire, en vertu de la 
jformule (i) [et en vertu d'un théorème bien connu sur 
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les parallégrammes (^)], suivant la diagonale du parallé- 
logramme construit sur p et q. Pour calculer la valeur 
de la rotation résultante, nous prendrons un point K 
sur MB ] la rotation cherchée sera égale au chemin décrit 
parle point K dans le mouvement, divisé par sa distance 
Kl à MO; or, en désignant par KL la distance du point K 
à MA, le mouvement résultant du point K est un mou- 
vement de rotation efTectué autour de MA et égal à p . KL ; 
car, dans la rotation effectuée autour de MB, le point K 

reste immobile*, la rotation cherchée sera donc ■ ' 9 

c'est-à-dire 

)9.sinAMB 

sinOMB 

Or cette expression est précisément la valeur de la dia- 
gonale du parallélogramme construit sur p et q. Le théo- 
rème est donc démontré. 

23. Théorème III. — Le mous^ement résultant de deux 
rotations infiniment petites et dont les axes sont paral- 
lèles peut se réduire à une rotation égale à la somme 
algébjdque des rotations composantes ^ les distances de 
la résultante aux composantes étant choisies en raison 
inverse de ces composantes. 



Fig- 7- 



A'a 







B' 

Q 
B 



(* ) Ce théorème, évident par la Géométrie analytique et facile à dé- 
montrer par des considérations synthétiques, peut s^énoncer : La diago- 
nale d'un parallélogramme est le Heu des points tels, que leurs distances aux 
côtés du parallélogramme soient en raison iniferse de ces côtés. 
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Considérons, en effet, les rotations AA'=p, 66'==^ 
et an point O {Jîg» 7) dans lear plan. Les mouvements 
successifs du point O dus aux rotations p eiq sont/7.0P^ 
^.OQ, en convenant de donner aux distances PO, QO du 
point O aux droites A A', BB' le signe H- ou le signe — , 
selon que PO ou QO sont dirigées de la gauche vers la 
droite ou de la droite vers la gauche par rapport à A A'. 

Le point O restera immobile dans le mouvement ré- 
sultant, si l'on a 

(i) p.0P-h^.OQ = o, 

c'est-à-dire si le point O se trouve sur une droite paral- 
lèle à A A' telle, que le rapport de ses distances k p et g 
soit en raison inverse de p et q et que, de plus, le 
point O se trouve en dedans de l'intervalle AA'BB' si 
p etq sont de même signe, et en dehors si p et ^ sont de 
signes contraires. Ainsi le mouvement résultant se réduit 
bien à une rotation parallèle à AA^; pour calculer cette 
rotation, on observera que, dans le mouvement résultant, 
le point Q décrit Tare ^ «PQ et que, par snite, la rotation 

cherchée est ^ ' » Or de (i) on tire 

f/" OP~"PO' 

ou bien 

;? 4- y _ PO + OQ _ PQ 

p "" OQ ~5q" 
On en déduit 

et la rotation cherchée est égale, comme on voit, à /? -+- 7. 

c. Q. F. D. 

On donne le nom de couple de rotation h l'ensemble 
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de deux rotations égales, parallèles, mais de sens con- 
traires. 

24. Théorème IV. — Un couple de rotation équivaut 
à une translation. 

Si l'on prend p = — </, l'équation (i) de tout h l'heure 

devient 

OP — OQ == o, 
ou 

POH-bQ = o ou PQ:r=o, 

ce qui est absurde. Ainsi le théorème III tombe en défaut 
pour p== — qei aucun point ne peut revenir à sa position 
primitiye après ses deux rotations. Mais le chemin décrit 
par le point O est ;?(OP — OQ)=/7(OP + QO)=pQP, 
c'est-à-dire que ce chemin est le même pour tous les points 
du plan AA'BB'5 donc enfin le système se trouve animé 
d'un mouvement de translation normal au plan des ro- 
tations, c. Q. F. D. 

III. — Composition générale des mouvements. 

Lorsqu'on aura à composer un nombre quelconque de 
rotations concourantes, on composera d'abord la pre- 
mière avec la seconde, puis la troisième avec la résul- 
tante des deux premières, et ainsi de suite, et si l'on 
observe que la résultante de deux rotations peut être re- 
présentée par la diagonale du parallélogramme construit 
sur ces deux rotations, c'est-à*dire par la résultante des 
droites qui représentent les deux rotations en question, 
on pourra énoncer le théorème suivant : 

25. Théorème I. — La résultante d'un nombre quel- 
conque de rotations concourantes est une rotation re- 
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présentée par la résultante des droites qui représentent 
les rotations composantes. 

Remarque. — Ce théorème ainsi que ceux qui ont été 
énoncés au paragraphe précédent supposent que Ton ne 
compose que des mouvements infiniment pelhs. Si Ton 
avait à composer des mouvements finis, les infiniment 
petits du second ordre apparaîtraient dans les résultats et 
les modifieraient d'une façon notable, et qu'il est facile 
d'apprécier en traitant la question des rotations par l'ana- 
lyse. Si Ton avait un nombre quelconque de translations 
et de rotations à composer, on pourrait les ramener à une 
seule rotation et à une seule translation de la manière 
suivante. 

Choisissons un point O arbitrairement dans le système, 
soit AB [fig. 8) Tune des rotations composantes-, par le 

Fig. 8. 





point O faisons passer deux rotations OC et OD égales 
à ÂB, parallèles à ÂB, mais Tune de même sens et l'autre 
de sens contraire. Les deux rotations OC, OD effectuées 
successivement ne changeront en rien la position du sys- 
tème, puisque l'une fait tourner le système dans un sens 
et l'autre le fait tourner en sens inverse d'un angle égal 5 
mais les rotations OD et AB forment un couple, c'est-à- 
dire se ramènent à une translation. 

Ainsi, en résumé, chaque rotation pourra être censée 
transportée au point O, à la condition d'adjoindre au 
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système des mouvements coipposants une nouvelle trans- 
lation; toutes les rotations appliquées en O se compose- 
ront en une seule, toutes les translations se composeront 
en une seule aussi . Donc : 

26. Théorème II. — Un nombre quelconque de rota- 
tions et de translations infiniment petites peuvent se 
ramener à une rotation unique passant par un point 
donné O et à une translation unique. 

Parmi tous les modes de composition au moyen des- 
quels on peut ramener un système de rotations et de 
translatioits à une rotation unique et à une translation 
unique, il y en a un qui est surtout remarquable, c'est 
celui dans lequel la rotation se trouve parallèle à la 
translation. 

Pour montrer que ce mode de composition est pos- 
sible, supposons que Ton ait ramené tous les mouvements 
à une rotation OR (fig* 9) et à une translation M A 5 on 

^ 5 




pourra regarder MA comme la résultante de deux trans- 
lations, Tune MB parallèle à OR, l'autre MC perpendi- 
culaire à OR. Mais la translation MC peut être rempla- 
cée par un couple de rotations dont les axes seront paral- 
lèles à OR. Ce couple de rotation se composera avec OR 
pour donner une rotation unique de même grandeur et 
dé même direction que OR, mais ne passant plus par le 
point O. On peut donc énoncer le théorème suivant : 
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27. Théorème III. — Un nombre quelconque de ro-^ 
talions et de translations infiniment petites peuv^ent se 
ramener à une seule rotation et à une seule translation 
parallèles entre elles. 

L'axe de rotation à laquelle on parvient ainsi porte le 
nom à* axe spontané de rotation, 

IV. — Sur le mouvement le plus général que 

PEUT PRENDRE UN CORPS SOLIDE. 

28. Avant d'aborder l'étude du mouvement d'un so- 
lide dans toute sa généralité, il convient d'étudier le cas 
particulier où le corps présente un point fixe. 

Considérons un solide en mouvement, et supposons 
que l'un de ses points S soit assujetti à demeurer en 
repos. 

Du point fixe S comme centre décrivons une sphère, 
et considérons sur cette sphère une ligne courbe AB quel- 
conque invariablement liée au solide en mouvement. 



Fig. 10. 
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Soit A'B' la position occupée par la courbe AB (fig* lo) 
lorsque le solide a pris un déplacement quelconque. 

Sur les milieux des arcs de grands cercles AA' et BB' 
élevons des arcs de grands cercles normaux ; soit O leur 
point de rencontre : les triangles sphériques AOB, A' OB' 
seront égaux comme ayant les trois côtés égaux chacun à 
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chacun et placés dans le même ordre (ÂO = Â'O, parce 
que le point O est sur Tare perpendiculaire sur le milieu 
de AA'*, le triangle AA'O est donc isoscèle). 

Il résulte de là que si Ton fait tourner la figure AOB 
autour du rayon SO d'un angle mesuré par AOA^, cette 
figure viendra coïncider avec A'OB'. Mais alors tout le 
solide, suivant le mouvement de la courbe AOB, passe de 
sa position initiale à sa position finale. Ainsi : 

29. Théorème I. — Le déplacement d'un solide qui 
présente un point fixe peut toujours se ramener à une 
rotation effectuée autour d'un certain axe. 

Cet axe de rotation est, comme on voit, Tintersection 
deâ plans normaux aux cordes des chemins décrits par les 
divers points du solide. 

Supposons maintenant que AB et A'B' soient deux 
positions infiniment voisines d'une même courbe inva- 
riablement liée au solide, correspondant aux époques t 
et t-h dt. L'axe SO tendra vers une position limite que 
Ton appelle, d'après Poinsot, Vaxe instantané de rota- 
tion à r époque t. 

Mais 01 était l'intersection des plans normaux au mi- 
lieu des cordes AA' et BB'. On peut donc dire que : 

Théorème II. — L'axe instantané de rotation est 
r intersection des plans normaux aux trajectoires des di- 
vers points du solide en mouvement, 

AA' 
La vitesse du point A est la limite de -^> celle du 

point B est la limite -^•, or, en désignant par ret r' les 
distances de A et de B à l'axe OS, on a 

AA' _ BB' 1 AA^ _ I BB' 

"T "~ ~ °" 7 dt '^ r" dt' 
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Si l'on fait alors dt = Oj on voit que l'on peut énoncer 

le théorème suivant : 

« 

30. Théorème III. — Les vitesses des dwers points dû 
corps sont entre elles comme leurs distances à Vaxe in- 
stantané, 

II résulte de là que les points de l'axe instantané ont 
des vitesses nulles, et que les seuls points dont la vitesse 
est nulle sont situés sur l'axe instantané. 

Nous appellerons vitesse instantanée de rotation le 
rapport constant de la vitesse d'un point quelconque à sa 
distance à l'axe instantané. En résumé : 

31. Théorème IV. — Lorsquun solide en mouuement 
présente un point Jixe, il existe à chaque instant à Vin^ 
térieur du solide une droite dont tous les points ont une 
vitesse nulle, et cette droite est r intersection des plans 
normaux aux trajectoires des di\^ers points du système. 
Cette droite est l'axe instantané. 

Considérons maintenant l'axe instantané qui corres* 
pond à l'époque / \ à l'époque t-i- di cette droite aura 
cessé en général d'être axe instantané, en sorte que 

Fig. II. 



s 




ce sera généralement une nouvelle droite du corps et une 
nouvelle droite de l'espace qui, confondues à l'époque 
t-^-dt^ constitueront le nouvel axe instantané; en sorte 
que, une infinité de droites de l'espace, issues du point 
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fixe S, vont successivement devenir axes instantanés. Soit 
ON (Jig> II) le lieu des traces de ces droites sur wn% 
sphère décrite du point fixe S comme centre; une infinité 
de droites du corps issues du point S vont devenir suc- 
cessivement axes instantanés et coïncider avec les droites 
précédentes à des époques différentes ; soit OM le lieu des 
traces de ces droites sur la sphère. 

Soient OS Taxe instantané à Tépoque £, SN la droite de 
Tespace qui deviendra axe instantané à Tépoque t + dt^ 
SM la droite du solide qui, arrivée en SN, deviendra Taxe 
instantané. 

Le chemin MN décrit par le point M pendant le temps 
dt sera tdpdt] tù désignant la vitesse de rotation et p la 
distance du point M à Taxe instantané. Ce chemin est donc 
du second ordre, et par suite OM et ON sont deux courbes 
tangentes; donc le cône lieu des axes instantanés dans le 
corps est tangent au cône lieu des axes instantanés dans 
l'espace; déplus on a, aux infiniment petits du second 
ordre près, OM = ON, et, par suite, les deux cônes en 
question roulent Vun sur Vautre sans glisser (*). Donc : 

32. Théorème V. — Le moui^ement le plus général 
tVun corps solide qui présente un point fixe se ramène 
au roulement sans glissement d^un cône inv^ariablement 
Hé au solide sur un cône fixe. 

Remarque. — Lorsque Taxe instantané est fixe dans le 
corps, il est fixe dans l'espace. En effet, les mêmes points 
du corps ont toujours une vitesse nulle, c'est-à-dire sont 
en repos. 

De même, si Taxe instantané est fixe dans l'espace, il 



(*) On dit que deux corps roulent Tun sur l'autre sans glisser lors- 
qu'ils restent continuellement en contact et que les arcs des deux corps 
dont les extrémités ont été en co&tact sont égaux. 

I. 3 
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doit être fixe dans le corps, car le corps tourne toujours 
amour de la même droite. 

Ainsi, quand on voit un corps tourner autour d^un axe 
qui semble mobile dans l'espace, mais fixe dans le corps, 
il faut en conclure que Taxe réel de rotation est difierent 
de Taxe apparent. Ce phénomène est celui de la toupie. 
La toupie semble tourner autour de son axe de figure, 
mais cet axe efiectue une série d'oscillations autour de la 
verticale qui passe par la pointe de la toupie •, on peut 
donc aflSrmer que l'axe de figure n*est pas Taxe réel au- 
tour duquel s'effectue la rotation instantanée. 

33. Théorème VI. — Le mouvement injinim^ent petit 
le plus général que puisse prendre un solide se réduit à 
une rotation et à une translation. 

Ce théorème, du, à ce qu'il parait, au géomètre flo- 
rentin Giulo Mozzi, peut se démontrer comme il suit. 

Prenons un point O du solide avant son déplacement 
et transportons ce point à sa position finale en animant 
le corps d'un mouvement de translation. Pour faire 
prendre au solide sa position définitive, il faudra le faire 
mouvoir en laissant le point O fixe^ mais, d'après ce que 
nous avons vu, le mouvement le plus général d'un solide 
qui présente un point fixe se ramène à une rotation effec- 
tuée autour d'un axe passant par le point fixe; donc, 
enfin, le mouvement le plus général d'un solide se ra- 
mène à une rotation suivie d'une translation. 

Or il y a une infinité de manières de ramener le mou- 
vement à une rotation et à une translation, et, d'après 
ce que nous avons vu (27), le point O peut être choisi de 
telle sorte que l'axe de rotation soit parallèle à la ïrans- 
làtion. Mais alors le corps va tourner autour d'un certain 
axe et glisser le long de cet axe, en sorte que : 
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34. Théorème VII. — Le mouvement infiniment pe^ 
tit le plus général d^un corps solide se ramène au mou- 
vement hélicoïdal composé d'aune rotation et d'une 
translation effectuée le long de Vaxe de rotation. 

Il résulte de là qu'un corps solide en mouvement est 
à chaque instant animé d'uu mouvement hélicoïdal, ou, 
si l'on veut, d'un mouvement qui peut se décomposer en 
une rotation suivie d'une translation effectuée le long de 
l'axe de rotation. Les axes de ces rotations successives 
portent le non d'axer instantanés glissants. Si l'on con- 
sidère alors les lieux des axes instantanés glissants dans 
le corps et dans l'espace, ces deux lieux seront constam- 
ment tangents, et le lecteur verra facilement que ces lieux 
roulent sans glisser l'un sur Taulre, en sorte que : 

Théorème VIII. — Le mouvement le plus général 
d'un corps solide peut se ramener au roulement d^une 
surface réglée mobile sur une surface réglée fixe. (Dé- 
monstration analogue à celle que nous avons donnée lors< 
que le solide présente un point fixe. ) 

Ce théorème est dû à Poncelet. 



3. 
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CHAPITRE m. 

THÉORIE DES MOUVEMENTS RELATIFS. 



I. — Etude aî^alytique dd moutemest Wvy solide 

QUI PRÉSENTE VU POIAT FIXE. 

35. L^étnde qae nous avons faile dans le Chapitre pré- 
cédent da mouyement le plus général d'un corps solide 
est incomplète, en ce sens qu^elle ne nous permettrait pas 
de calculer la rotation et la translation auxquelles un 
mouvement peut se ramener dans des circonstances dé- 
terminées. En outre, cette étude a Tinconvérient de s'ap- 
puyer sur des considérations géométriques : cet incon- 
vénient est grave, car il empêche de bien saisir le lien 
qui existe entre la théorie de la composition des mouve- 
ments et la théorie des mouvements relatifs dont nous 
allons aborder l'étude dans ce Chapitre. 

Considérons un solide en mouvement, mais dont l'un 
des points est assujetti à demeurer en repos'. Par le point 
fixe faisons passer trois axes rectangulaires fixes, ox, ojy 
oz'j soient x^ jr, z les coordonnées d'un point M quel- 
conque du solide, prises par rapport à ces axes fixes. Con- 
sidérons enfin un second système d'axes rectangulaires 
o^yOn,o^ ayant même origine que le premier, mais inva- 
riablement liés au solide. Soient ^, y], ^ les coordonnées 
du point M par rapport à ces nouveaux axes. Les formules 
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de transformalion des coordonnées nous donnent 
(i) I y=ia' i-hb'n-hc'ty 

et l'on a, comme on sait, 

AT r=: cos(ox, oÇ), Ô =r COs(oj:, Oïj), c = cos(oj:, oÇ), . . . . 

On sait, de plus, que les neuf cosinus a, b^c,,,. sont liés 
entre eux par diverses formules, dont voici les principai^s : 

/ rt^ + ^2 + c2 — I , 



(^) 



' a 



b"' 



^'3 



(3) 



a'''-^b"^-^c'"'= i; 

a' a"-^b' b'^+c'c^'^o, 

a" a -\-b"b -\-c''c =0, 



( a a 



b b' 



c c 



o; 



-t-û"^=i, 



(4) 



(5) 



' ^î^_ô''-f-i»"»z=I, 
c2 -4- 0^2 -f. c*'» =: I ; 

c/i +c'fl'H-c''«"=: o, 
ab^a'b' -\-a''b"=o. 



(6) 



< è = 6-' «'' — «' C'^ 6'=..., b'' = 






Si^ de plus, on suppose que les directions positives des 
nouveaux axes puissent être amenées en coïncidence avec 
celles des anciens (*), on aura 
( a=:b'c" — c'b% a' 
< 

( c=a!b" —b'a\ c':= ..., 

a, 6, c 
a', b\ c' 
a\ b\ c" 

C*^) On devrait changer les signes des seconds membros ilts for- 
mules (6) et (7) si cette circonstance ne se présentait pas. 



(7) 



= I. 
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36. Ceci posé, différeniions les formules (i) par rapport 
au temps ^; ^, y), ^ ne variant pas avec t doivent être 
considérés comme des constantes dans la différentiation, 

et Ton a 

dx da dh de 

-T" = §~: — h>3-; — l-Ç-r' 
dt dt dt dt 

, dy ^da' db' de' 

^ ' ^ dt dt dt dt 

dz da" dh" dd' 

dt dt dt dt 

Ces formules feront connaître la vliesse du point M 

au moyen de ses projections "7" ' "7- ' 7" sur les axes fixes (8) , 

lorsque l'on connaîtra «, i, c, . . * en fonction du temps. 
Si nous désignons par u, v^ w les projections de la vitesse 

dnr d'Y dz 

du point M sur les axes oÇ, otî, o^, -^^ —1 -r- étant les 

composantes de la vitesse le long des anciens axes, on 
aura 

dx dy „ dz 

^ ' dt dt dt 

Mais si Ton différentie les formules (4*) et (5), on 
trouve 

/ ada-h a'da' -{- a"da"=zOy 

(9) {bdb-hh'db'-^b"db"=.o, \ 

\ cdc -h c' de' -4- c" de" = o; 
puis 

bdc-{- cdb -t- ^Vc'4- c' db' -^ b" de" -\- c" db" z=z o 

On peut donc poser 

lpdtz=icdb-^c' db' ^cf' db" z= — [bdc-^b' de' -\- b" de"), 

(10) ^ qdtz=:zade-{-a'dd '^a"dc"z=z--{eda-[-e'da! -hc"da"), 
( rdt=bda -t- b'da' 4- b"da"=z — (adb-ha' db'-^a"db"). 
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Si alors on multiplie les formules (8) respectivement par 
a, a', a'' et si on les ajoute, il viendra, en vertu de (A), 
de (9) et (10), 

« = ^Ç — rjî. 

Au moyen de permutations circulaires on obtient deux 
autres formules analogues^ ce qui fournit le système 

(11) \ ^ = rl — p^^ 

Proposons-nous maintenant de trouver les points du 
corps, qui à Tëpoque t sont animés d'une vitesse nulle. 
Pour ces points on aura m = o, i' = o, w = o, et les 
équations (11) donneront 

yÇ — r>ï = o, 
ri — />Ç=:o, 
pm — yÇ = o. 

Ces trois équations se réduisent à deux 

p q r 

Ces équations sont celles d'une droite lieu des points 
ayant une vitesse nulle à Tépoque ^ ^ et si Ton pose 

(l3) yjp^^q' + r^z=:t^ 

la droite en question fera, avec les axes mobiles, des an- 
gles dont les cosinus seront -^ -j -• Cette droite est pré- 

cisémcnt celle que nous avons appelée axe instantané de 
rotation, 

La vitesse Y du point M s'obtiendra en ajoutant les 
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équations (i i), après les avoir élevées au carré; on trouve 
ainsi 

c'est-à-dire 

V^= (p'-{- q^-\- r') (Ç' + 7]2 + Ç^) — {p^ + qn-hrl^y. 

Cette formule peut s'écrire 



=-[(5 



72 rn / 2' ^» Ç^ 



w=^ ■ «'/ \R2 R' R' 



«R wR wR/ J 



en désignant , pour abréger, par R la distance y/^* -h r^' 4- ^' 
du point M au point fixe O. La formule précédente peut 



encore s'écrire 



V^=:a)'R'[l - COS'(R, w)], 

OU bien 

V = wRsinfw, R) , 

ou bien encore 

(i4) v=w(î. 

37. L'axe instantané possède une vitesse nulle à l'é- 
poque f , en sorte que (comme nous l'avons déjà fait obser- 
ver dans le Chapitre précédent), tout le système tourne 
dans le temps dt autour de l'axe instantané. Si Ton divise 
la vitesse V par la distance 5 du point M à l'axe instan- 
tané, le quotient w sera ce que l'on peut appeler la vitesse 
de la rotation instantanée. Ydt étant le déplacement du 

point M dans le temps dt^ j V dt ou (ùdt sera alors la 

rotation effectuée dans le temps éi^, et pdt^ (jdt^ vdt se- 
ront les projections de cette rotation sur les axes (25). 
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Il ne faut pas oublier que Taxe instantané n'est pas 
rigoureusement immobile, ses points ont une vitesse 
nulle, en sorte que le déplacement As de Tun de ses 

ds j d^s 

points sera -7 dt -\ — dt^ H-..., c'est-à-dire se réduira 

^ dt 2 dt^ ' 

, I d'*s j , . , . ds ,, 

a — — a /' H-.,., puisque la vitesse -7- est nulle, en sorte 

que le déplacement de chaque point de Taxe instantané 
est un inCniment petit du second ordre, et que, en ne 
tenant compte que des quantités de l'ordre de dt^ on 
peut supposer Taxe instantané immobile. 



II. — Définition des mouvements relatifs. 

38. Si l'on considère un corps en mouvement et si 
l'on imagine un observateur lui-même en mouvement, 
le mouvement qu'il attribuera au corps en question est 
ce que l'on appelle le mom^ement apparent ou relatif 
de ce corps; le mouvement de l'observateur est dit mou- 
uement d'entraînement ; enfin le mouvement réel du 
corps est son mouv^ement absolu. 

Précisons davantage. Imaginons un système d'axes ÎIÇ, 
fîy}, n^ rectangulaires en mouvement et un point M 
possédant un mouvement propre indépendant du mou- 
vement des axes, ce mouvement est ce que l'on appellera 
le moui^ement absolu du point M; ce mouvement a sa 
trajectoire, sa vitesse et son accélération propres, que l'on 
appelle trajectoire absolue y vitesse absolue ^ accéléra-- 
tion absolue. Soient ^, yj, Ç les coordonnées du point M 
prises par rapport aux axes ft, Ç, >}, Ç à l'époque t. Si 
l'on imagine alors trois axes fixes Ox, Oj^ Oz rectangu- 
laires et capables de coïncider avec les axes mobiles, et 
si l'on imagine, en outre, un mobile fictif M' ayant à 
l'époque t, par rapport aux axes fixes les mêmes coor- 
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données Ç, yi, | que le point M par rapport aux axes 
mobiles, le point M' aura un mouvement qui sera préci- 
sément celui qu^uu observateur invariablement lié aux 
axes mobiles attribuerait au point M s^il n^avait pas 
conscience de son propre mouvement. Ce mouvement du 
point M' est ce que l'on appelle le mou^^ement relatif dix 
point M. 

Si l'on imagine qu'à l'époque t on fasse coïncider les 
axes fixes avec les axes mobiles, la trajectoire du point M 
va prendre une certaine position dans l'espace, à laquelle 
on donne le nom de trajectoire relatii^e du point M à 
l'époque t, La vitesse et l'accélération du point M' pren- 
dront également des positions déterminées et seront ce 
que l'on appelle la vitesse et V accélération relative du 
point M à r époque t. 

Enfin le mouv^ement d^ entraînement du point M à 
l'époque t sera le mouvement absolu du point M''', inva- 
riablement lié aux axes mobiles qui coïncide à l'époque t 
avec le point mobile M. La trajectoire, la vitesse et l'ac- 
célération du point M'' sont ce que l'on appelle la trajec- 
toire, la vitesse et V accélération d^ entraînement du 
point M à Vépoque t. 



III. — Théorie analytique des mouvements relatifs. 

39. Soient £2$, Il ri, û^ trois axes rectangulaires mo- 
biles dont nous supposerons le mouvement connu et rap- 
porté à trois axes rectangulaires fixes Ox, Oj, Oz\ 
soient M un point mobile 5 ^, y}, Ç ses coordonnées prises 
par rapport aux axes mobiles; x^j^ z ses coordonnées 
prises par rapport aux axes fixes; soient Xo, j^o» ^0 l^s 
coordonnées de l'origine fl prises par rapport aux axes 
fixes et { le temps. 
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Les foriuules qui serviront «à calculer x, j^ z en fonc- 
tion de Ç, y], Ç, Xq, y^, Zq sont de la forme 

a, ft, c, a', t', c', a"^ b"^ c'Mésignant les neuf cosinus 
qui servent à passer des axes fixes aux axes mobiles. Nous 
continuerons le numérotage de formules commencé au 
§ I : alors il existera entre les quantités a, &, • . . les 
relations déjà écrites (2), (3), (4), (5), (6), (7). 
Si nous différentions les formules (i5), nous aurons 

/ €lx dx^ da db ^ de dl^ dn d^ 

idt dt dt dt dt dt dt dt 

. nAàr dy. da! dh' de' ,di ,,dn , dK, 
^ ' ^ dt dt dt dt dt dt dt dt 

dz dz, ^da" db" de" dï, ^„dn ,dti 

dt dt ^ dt dt ^ dt dt dt dt 

Or -T-7 -T-î -r sont les dérivées totales de x. Y^ z\ ce 
dt dt dt '.777 

sont donc les projections de la vitesse absolue sur les 
axes fixes. 

Lesquamiies — 4-$^ + n^ + C^,;^+5-5^-h... 

sont les dérivées de x^ y^ z^ prises en regardant \^fi^^ 
comme invariables avec le temps. Ce sont donc les pro- 
jections de la vitesse d'un point invariablement lié aux 
axes mobiles et coïncidant à Fépoque t avec le point mo- 
bile M; en d*autres termes, ce sont les projections de la 
vitesse d'entraînement du point M. 

Enfin â -r-H- è-i^-H c-r-? a'-7--H*'' sont les dérivées 
dt dt dt dt 



(17) 
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de x^y^ z, prises en laissant oToî Jo) -^o? «9 ^7 c» ^^i'? ^'^ c'» 
a", 6'', c" constants. Ce sont donc les projections de la 
vitesse que posséderait un point ayant, par rapport à des 
axes fixes coïncidant à l'époque t avec û, ^, yj, ^, les 
mêmes coordonnées que le point M par rapport aux axes 
mobiles-, en d^autres termes, les quantités en question 
sont les projections de la vitesse relative sur les axes 
fixes. 

Ainsi, en vertu des formules (16), les projections de la 
vitesse absolue sont égales aux sommes des projections 
de la vitesse d'entraînement et de la vitesse relative. 
Donc : 

Théorème I. — La vitesse absolue est la résultante 
de la vitesse d'entraînement et de la vitesse relatii^e (*). 

40. Si nous différenlions de nouveau les équations (16), 
nous trouvons 

d^x d^xo ^d^a d^b d^c d^l . dU d^t, 

-lF = ^di^^^'dF^''-d^-^'^lI^^''-d?^^-dr^-^'-dë 



(da d% db dn de d^ 
dt dt dt dt dt dt 



\ 



d^ 

dt^ 

~dt^ 



Les quantités -775 ~TT'* ~J^ représentent les projec- 



{*) Les formules (16) ayant encore lieu quand on remplace les dérivées 
prises par rapport à i par des différentielles, on voit que le déplacement 
absolu est ]a résultante du déplacement relatif et du déplacement dans 
le mouTcment d'entratnement^ pourvu que Ton ne considère que des 
mouvements infiniment petits. 
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lions sur les axes fixes de T accélération absolue du 
point M. 

^ST + ? -^ -^ ^^ ^ + ? ;Si-'-' dérivées de x, j, z, 

prises en laissant |, r;, ^ constants, sont les projections 
sur les axes fixes de l'accélération d'enlrainement. 

d^l d^vi rf'Ç j ' • ' j 

a -7— H- ^-TT H- c -7T^""» dérivées de x, y. z, prises 
dt* dt^ dt^ ' «" ' r 

en laissant x^^ y^^ ^o, «, fc, c, a', i', c', a'^, h"^ c" 
constants, sont les projections de raccélération relative 
sur les axes fixes. Nous n'insistons pas sur la démonstra- 
tions de ces propositions, à cause de leur analogie avec 
celles qui précèdent. 
Enfin les quantités 

X — ( —^^ ^ i^ ^ </Ç\ 
\ d( di dt dt dt Ttj 

, ^ Ida' dl db' dn de' dK\ 

^ ' J \ dl dt dt dt dt dt j 



'"^[lîr'di 



db*' dn de" rfÇ V 



dt dt dt dt ) 



peuvent être regardées comme les projections dune 
droite K à laquelle on a donné le nom dH accélération 
centrifuge composée; en sorte.que l'on peut énoncer avec 
Coriolis le théorème suivant : 



41, Théorème II. — L'accélération absolue est la 
résultante de V accélération d^ entraînement^ de V accé- 
lération relative et de l'accélération centrifuge com- 
posée. 

Pour déterminer la grandeur et la position de Taccélé- 
ration centrifuge composée, multiplions les équations (iS) 
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par a, a\ a" et ajoutons : le premier membre de l'équa- 
tion résultante sera la projection de l'accélération centri- 
fuge sur l'axe des Ç, en sorte que X,, Y,, Zi désignant 
les nouvelles projections de celte accélération, on aura, 
en tenant compte des formules (9) et (10), 

I d^Ç, dn 

En faisant alors la somme des carrés de ces trois équa- 
tions, on trouve 



OU 



bien 



-=^i"-'-'[(§)"-(S)'-©'] 

On peut écrire cette équation comme il suit, en désignant 
par V^ la vitesse relative, 

K»= 4«»V;[i — cos^(a>, V.)]; 

d'où l'on tire 

K = 2wVr sin(oi>, V,.). 

Les quantités qui entrent dans cette formule sont essen- 
tiellement positives; on doit donc prendre le signe ■+- 
dans le second membre. Si l'on vei^t trouver la direction 
de raccélération centrifuge composée, il suffit d'observer 
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que les formules (19) donnent 



/?X, H- 7Y, -{-'•Z, =0, 
d^^ dn^ dX,^ 

et par suite l'accéléra tîon K est normale : 1° à Taxe in- 
stantané de rotation du système des axes mobiles \ a^ à la 
vitesse relative. On peut retrouver ces propriétés d'une 
autre manière, qui aura l'avantage de nous faire con- 
naître le sens de K qui reste encore inconnu. 

Pour y parvenir, faisons coïncider l'axe instantané 
avec l'axe des ^ et prenons pour plan des (^$ {fis- *'^) le 



Fig. 13. 



ca 




c 



plan qui passe par l'axe instantané et la parallèle iiU 
menée à la vitesse relative. Il faudra poser 

dn 
^ = V.sin(«, V,), ^ =V.cos(«, V,). 
Les formules (19) donneront alors 

X,=:0, 

Y, =2&>VrSin(«, Vr), 
Z, =0. 
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Yi est alors égal à K, et Ton voit que la vitesse relative 
et que Taxe instantané sont normales à K. Si Ton veut 
que Yi soit positif, c'est-à-dire réellement égal à K, il 
faut que l'angle Uft^ soit aigu; en d'autres termes, l'ob- 
servateur ayant sa tête à l'exirémité de la droite K et ses 
pieds à l'origine, doit voir la vitesse relative dirigée à 
droite de Taxe instantané. 

N, B. Nous donnerons des exercices sur la Cinéma- 
tique dans une Note placée à la fin du volume. 



DEUXIÈME PARTIE 

STATIQUE. 



CHAPITRE PREMIER. 

STATIQUE DU POINT MATÉRIEL. 



I, — Notions préliminaires. 

42. Jusqu'à présent, la Mécanique s'est présentée à 
nous en quelque sorte comme un corollaire de la Géomé- 
trie, et nous n'avons rien emprunté à rexpérimenlation 
proprement dite. Cela tient à ce que nous n'avons point 
encore cherché à remonter des effets aux causes. Pour 
continuer l'étude de la Mécanique, il devient indispen- 
sable de poser de nouveaux principes. Mous n'en donne- 
rons point de démonstration directe, ce serait entre- 
prendre une tâche impossible^ les puissants génies qui 
ont attaché leurs noms à ces principes ne les ont jamais 
démontrés*, je dirai plus, ils ne les ont pas énoncés avec 
la forme lucide sous laquelle nous les connaissons au- 
jourd'hui. Ces principes ne sont, en définitive, que des 
hypothèses qui sans doute, dans l'esprit de leurs inven- 
teurs, ont fait place à un grand nombre d'autres hypo- 
thèses expliquant moins bien les faits observés. Je dis 
que ces principes ne sont que des hypothèses, parce 
qu'aucune expérience directe ne peut venir en donner 
la démonstration; mais jusqu'à présent toutes les consé- 

I. 4 
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quences déduites de ces principes, conséquences dont le 
nombre croit de jour en jour, ont été reconnues exactes 
lorsqu'elles ont pu être soumises au contrôle de l'expéri- 
mentation la plus délicate. 

Si nous imaginons une sphère remplie d'une matière 
quelconque^ et si, par la pensée, nous diminuons indé- 
finiment le rayon de cette sphère, il arrivera un moment 
où le rayon passera par zéro et où la sphère se réduira k 
un simple point; si je considère cette sphère au moment 
où elle va s'anéantir, j'obtiens ce que Ton peut appeler 
un point matériel. Le point matériel est donc bien diffé- 
rent de la molécule du physicien, laquelle possède un 
volume, une forme déterminée; la notion du point ma- 
tériel est, comme on voit, indépendante de toute hypo- 
thèse sur la constitution de la matière, qui peut être 
continue ou discontinue, sans que, dans la Mécanique 
rationnelle, on ait besoin de s'en occuper. 

II. — Principe de l'inertie. — Force. 

43. Nous admettrons qu'un point matériel ne peut ja- 
mais modiBer de lui-même son état de repos ou de mou- 
vement; ce qui veut dire que, si aucune cause ne vient 
agir sur lui, il restera éternellement en repos s'il y était 
préalablement, ou conlinm^ra indéfiniment le même 
mouvement rectiligne avec la même vitesse. C'est en cela 
que consiste le principe de V inertie. Par ce mot inertie^ 
nous ne voulons point faire entendre que la matière soit 
inactive ^ au contraire, nous admettrons que toute cause 
capable de troubler l'état de repos ou de mouvement 
d'un point matériel ne peut émaner que d'un ou de plu- 
sieurs autres points matériels; nous compléterons ainsi, 
au moyen de cette hypothèse, le principe de Vinertie, 

Quelle est la nature des causes qui produisent le mou- 
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vement? C'est ce que nous ne saurons probablement ja- 
mais. Quoi qu'il en soit, on a donné à ces causes le nom 
de forces^ et l'on a pu les définir nettement, de manière 
à les faire intervenir dans le calcul, à l'aide des considé- 
rations suivantes. 

III. — Principe de l'indépendance des effets 

SIMULTANÉS DES FORGES. 

44. Lorsqu'une ou plusieurs forces agissent sur un 
même point matériel, chacune d'elles agit comme si les 
autres n existaient pas et comme si le point matériel 
partait du repos. 

C^estdans cette proposition que consiste notre second 
principe dit V indépendance des effets simultanés des 
forces et du mous^ement antérieurement acquis. Mais ce 
principe, pour être compris, exige quelques développe- 
ments. Voici sa signification précise. 

J'appelle F, F', F'^ •••(*) les forces qui sollicitent un 
point M en mouvement 5 je suppose que la force F, agis- 
sant seule et prenant le point M au repos, l'amène au bout 
du temps infiniment petit Q dans la position Â [fig» i3) ; 




M^-^=r 



je suppose que la force F', agissant seule et prenant le 
point M au repos, l'amène dans la position B au bout du 

(*) F, F', F''). . . ne sont pas des nombres; ce sont des noms que nous 
donnons aux forces pour les distinguer. Cette observation est importante 
pour Tintelligence de ce qui va suivre. 

4. 
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même temps 0, et ainsi de suite; je suppose enfin que, les 
forces F, F^, F'', • . . n^agissant pas, le point M se rende 
dans le même temps de M en N. 

Sous Finfluence combinée des forces F, F', F'', ... et 
de son mouvement propre, le point M se rendra en M'; 
nous admettrons que la droite MM' est la résultante des 
droites MA, MB, MC,..., MN. Telle est la manière dont 
il faut entendre le principe que nous venons d'énoncer. 

Ce principe est loin d'être évident; mais il est certai- 
nement impossible d'en donner une démonstration pure- 
ment rationnelle. Nous nous contenterons d'en vérifier 
les conséquences plus ou moins directes que nous four- 
nira l'analyse. 

iv. du mouvement produit par les forges. 

— Mesure des forces. 

45. Le point d^ application d'une force est le point 
matériel sur lequel elle agit. 

La direction d'aune force est la tangente au premier 
élément de la trajectoire qu'elle ferait décrire à son point 
d'application en agissant seule et en prenant ce point 
d'application au repos. 

Nous dirons qu'une force est constante, si, en prenant 
son point d'application au repos, elle lui communique 
toujours le même mouvement, quel que soit l'instant au- 
quel on la fasse agir. 

46. Nous dirons que deux forces constantes sont égales 
en intensité on simplement sont égales, si, agissant suc- 
cessivement sur le même point matériel pris au repos, 
elles lui communiquent deux mouvements dont les tra- 
jectoires soient superposables et telles, que les arcs respec- 
tivement décrits eu des temps égaux comptés. à partir de 
l'origine du mouvement soient égaux. 
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Si nous supposons n forces de même intensité et de 
même direction qu^une force constante F et simultanément 
appliquées à un même point matériel M pris au repos, 
elles lui communiqueront un certain mouvement qui, en 
vertu du principe de l'indépendance des effets simultanés 
des forces^ sera la résultante de n chemins égaux à celui 
qui serait dû à Teffetde la seule force F, et qui, par suite, 
sera toujours le même, quelle que soit Tépoque à laquelle 
on fasse agir les forces en question ; le point M sera donc, 
par définition, soumis à une force constante. Cette force 
est ce que Ton appelle une force n fois plus grande que F. 
Deux forces, dont l'une est n fois plus grande que F et 
dont Tautre est m fois plus grande que F, seront dites 
dans le rapport de mkn. De là on passe, par les méthodes 
connues, à la définition de deux forces qui sont entre elles 
dans un rapport incommensurable quelconque. Si nous 
concevons alors que l'intensité d'une force y constante 
choisie arbitrairement ait été prise pour unité, les inten- 
sités de toutes les forces constantes pourront se mesurer 
à l'aide def. 

47. Théorème I. — Lorsqu'une Jbrce constante agit 
sur un point matériel pris au repos, elle lui communique 
un mouv^ement rectiligne et uniformément varié. 

En effet, supposons qu'une force constante ait agi pen- 
dant un certain temps t sur un point matériel M^ soient, 
à l'époque f, x, ^, z les coordonnées du point M prises 
par rapport à trois axes rectangulaires. Si à cette époque t 
la force cessait d'agir, le point décrirait dans le temps dt 
un chemin S dont la projection sur l'axe des x serait 

dx 

— - dt^ car le point M serait animé d'un mouvement uni- 

at *■ 

dx 
forme en vertu du pnncipe de V inertie^ et — serait la 
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composante de sa vitesse parallèle à l'axe des x. Si le 
point M partait du repos en x^ y^ z, la force lui ferait 
décrire un espace S' dont les projections a, |3, y seraient 
constantes pour un même laps de temps dt^ quel que 
soit t. Or, en vertu du principe de Y indépendance des 
effets simultanés des forces, pour avoir la position du 
point M a Tépoque t + dt^ il faut composer les chemins S 
et S', et la quantité Ax sera donnée par la formule 



dx 

Ax Z=z -r- dt -^ CL ^ 

dt 



d'où l'on tire 



dx , I d'^x . dx , 

-rdt-^ -^dt^'h... = -T'dt -4- a; 

dt 2 dt* dt 

et, en négligeant les quantités du troisième ordre, 

d^x 2a 



dt^ dt 



3 



Or a est constant avec dt\ donc ioL\di} est constant 
quand on prend t pour variable indépendante; en le dé- 
signant par 2 a, 

d^x 

intégrons deux fois de suite par rapport à £, en observant 

que — est nul pour ^ = o, puisque M part du repos : 

nous aurons 

(i) X — jc» = ar', 

Toî Joî ^0 désignant les coordonnées initiales du point M. 
Cette équation et les suivantes, qui s'établissent de la 
même façon, 

j — jr,= ^r% z — z^zzzcf 

sont les équations du mouvement. En éliminant i on a 
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réqnation de la trajectoire-, on voit qu^elIe est rectiligoe; 
si on la prend pour axe des x, les équations du mouve- 
ment se réduisent à la seule équation (i), qui est celle 
d'un mouvement uniformément varié (11)' 

48. THÉORÈME II. — Lorsque deux forces constantes 
agissent successiuement sur le même point, elles lui 
communiquent des accélérations qui leur sont propor- 
tionnelles. 

En effet, si Ton considère une force <f et si Ton désigne 
par 2jf Paccélération qu'elle communique à un certain 
point pris au repos, Téquation du mouvement uniformé- 
ment varié de ce point sera 5=yV, en vertu du théo- 
rème précédent. Si l'on fait alors agir n forces égales à cp, 
ou si l'on veut une force égale à ncf , chacune des forces <p 
agira comme si les autres n'existaient pas*, au bout du 
temps ty chacune d'elles agissant seule ferait parcourir 
l'espace jt*^ si elles agissent simultanément, pour avoir 
le chemin décrit par le mobile, il faudra composer 
n chemins égaux à yf*, ce qui fournira le chemin njt*^ 
et l'accélération du mouvement sera 2/1/. 

Si donc on considère deux forces F et F', si l'on dé- 
signe par cp leur commune mesure, et si l'on a 

les forces F et F' produiront des accélérations 2 nj et 2 «'/, 
proportionnelles à tz et à n', c'est-à-dire à F et F'; la 
proposition, étant vraie quels que soient n et n', a encore 
Heu quand F et F' sont incommensurables. 

On conclut de là un moyen de mesurer les forces. En 
effet, jf et f désignant les accélérations communiquées h 
un même point par deux forces F et F', on a 

Y j F F' 

r=7 "" 7=7- 
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F 

Le rapport -7 est donc constant pour un même point ma- 
tériel 5 ce rapport est ce que Ton appelle la masse du point 
en question. En désignant cette masse par m, on a 

F 

— z=.m ou F = mj. * 

J 

Si Ton connaît m, l'expérience fera connaître jf et l'on en 
conclura F. Or m peut être déterminé en faisant agir sur 
le point une force connue et en mesurant son accéléra- 
tion y, qui est le double de l'espace parcouru dans Tunîté 
de temps lorsque le point part du repos. En effet 

1 I . 
s=z-jO et, pourf = i, sz^-f, 

2 2 



V. — Forces variables. 

49. Considérons un point en mouvement sous l'in- 
fluence d'une force quelconque 5 soient Mo sa position 
à l'époque 2, et MoMi l'arc qu'il décrirait pendant le 
temps 6 si la force qui le sollicite agissait seule et s'il 
partait du repos. Soit F la force constante capable de lui 
faire décrire la corde MoMi pendant le même temps, 
je dis que cette force existe et a pour expression 

(l) F=:/«.2-^, 

m désignant la masse du point matériel^ en effet, l'accé- 

eratîon due a la lorce r sera ~ ou — - — ? et 1 espace 

parcouru dans le temps 0, sous l'influence de cette force, 
sera 



I / 2M0M A 



Af = -(-— ^-)e« ou MoM,. 
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Ainsi la force F existe. F est ce que l'on peut appeler la 
valeur moyenne de la force pendant le temps d, la limite/' 
de F pour 6 = o est ce que Ton appelle la ^valeur de la 
force qui agît en M©*, y*ne sera pas forcément tangente à 
la trajectoire à cause du mouvement antérieurement ac- 
quis par le mobile, mais elle aura une position limite qui 
sera la tangente à la trajectoire que décrirait le point s'il 
partait du repos en Me, et s'il n'était soumis qu'à l'action 

de/. 

Quant à la valeur de/, elle est facile à calculer : c'est 
la limite de l'expression (i) 

/ V Mo M, 

or, aux infiniment petits du troisième ordre près^ on a 

dt 2 dt^ ' 

mais, par hypothèse, le corps est censé partir du repos ; 

donc la vitesse —r est nulle, et l'on a 

dt ' 

9' d^s 

M,M, =:^ -—; 

l'expression devient alors 

d^s 



f=m 



dt 



Ainsi, la force a pour mesure, à chaque instant, le 

d'^s 
produit de la masse du mobile par l'accélération—» 

qu'elle lui communiquerait s'il était libre et s'il partait 
du repos. 

On peut même dire que la force a pour mesure le pro- 
duit de la masse du point sur lequel elle agit par l 'ac- 
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célération quelle lui communiquerait si elle agissait 
seule. Sa direction est celle de cette accélération. 

En effet, si le mobile était soumis à Faction d'une vi- 
tesse initiale, le mouvement s'obtiendrait en composant 
à chaque instant le mouvement dû à la force avec le mou- 
vement dû à la vitesse initiale, ce qui n'altère ni la va- 
leurni la direction de F accélération résultante. 

Nous représenterons dorénavant une force au moyen 
d'une droite ayant son origine au point d'application de 
la force, sa direction dans celle de la force, et pour lon- 
gueur l'intensité de la force. 

VI. — Parallélogramme des forces. 

50. On appelle résultante de plusieurs forces une 
force capable de produire à elle seule le même effet que 
les forces données agissant simultanément. Ces dernières 
portent le nom de composantes . 

Proposons-nous de trouver la résultante de deux for- 




F^ C 



ces MF, MF' {fig. i4) appliquées au même point M, de 
masse m ; supposons d'abord les forces F et F' constantes. 

Lemme. — Lorsquun mobile se meut en ligne droite 
d*un mouifement uniformément variée il est sollicité par 
une force constante. 
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En effet, l'expression de la force qui le sollicite est m/, 
j désignant l'accélération du mouvement, et la direction 
de celte force est constante. 

Ceci posé, je suppose que le point M parte du repos, 
ce qui n'altère pas l'effet des forces (en vertu du deuxième 
principe (43). Si la force F agissait seule, elle produi- 
rait une accélération jf, et, pendant le temps inGniment 
petit 0, ferait parcourir au mobile l'espace 

(i) MA = -y0' = -~e^ 

Si, au contraire, la force F' agissait seule, le point décri- 
rait le chemin 

I F' 

(2) MA' = G> 

^ 2/71 

pendant le temps 0, En vertu du principe de l'indépen- 
dance des effets simultanés des forces, le chemin MC par- 
couru par le point M sous l'influence combinée de F et 
de F' sera la diagonale du parallélogramme construit sur 
MA et MA'. 

MA' , , F' 

Le rapport — - est constant et égal à —5 donc, en 

vertu d'un théorème bien connu et qui est fondamen- 
tal en Géométrie analytique, le point C ou m décrit une 
ligne droite; cette ligne MC varie proportionnellement 

à MA = 0*, c'est-à-dire au carré du temps; le mou- 

vement du point C ou m est donc uniformément varié; le 
point en question peut être censé sollicité par une force 
constante (Lemme); l'accélération J due à cette force est 
facile à trouver, car 

MC=-wJ6»; 
2 
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on a donc 

2MC 



mJ = 



e-^ 



mJ est la force qui sollicite le point M, c'est la résul- 
tante cherchée; déplus, sa direction est MC. 

Or, la diagonale MR du parallélogramme construit 
sur MF et MF' coïncide en direction avec la diagonale 
de MACA', car les parallélogrammes MFRF', MACA' 
sont semblables comme ayant un angle commun M et les 
côtés MA et MA' proportionnels à MF et MF', ainsi 
qu'on s'en assure en divisant (i) par (2). De plus, on a 

MR _ MF 
MG"" ma' 
ou 

MC.MF 2 '^ 

— 0» 

2 m 

Ainsi, MR est en grandeur et en direction égale à la force 
cherchée. On peut donc énoncer le théorème suivant fon- 
damental en Statique : 

La résultante de deux forces constantes est repré^ 
sentée en grandeur et en direction par la diagonale du 
parallélogramme construit sur ces forces. 

Si les forces F et F' n'étaient pas constantes, le théorème 
précédent pourrait s'appliquer à leurs valeurs moyen- 
nes (49) et par suite à la limite de leurs valeurs moyennes, 
c'est-à-dire aux forces F et F' elles-mêmes, et la règle 
du parallélogramme se trouve démontrée pour des forces 
quelconques. 
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^^11. — Réflexions sur les théories précédentes. 

51 . Jusqu'ici nous n'avons pas encore fait de Statique 
proprement dite, nous avons fait de la Dynamique, puis- 
que nous nous sommes occupés à la fois des forces et des 
mouvements qu'elles produisaient. 

Quelques auteurs ont vivement critiqué cette manière 
de commencer la Statique, et ont essayé de démontrer à 
priori le théorème du parallélogramme des forces sans 
s'appuyer sur des considérations de mouvement : Lagrange 
et Bour se sont montrés hostiles à cette manière de pro- 
céder. On peut lire à ce sujet les premières pages de la 
Mécanique analytique de Lagrange et les feuilles du 
Cours de Mécanique et machines professé par Bour à 
l'Ecole Polytechnique. 

Laplace (dans sa Mécanique céleste , t. I) commence 
l'élude de la Mécanique par la démonstration du paral- 
lélogramme des forces^ sa démonstration est ingénieuse, 
mais elle ne saurait satisfaire pleinement un esprit rigou- 
reux : il semble extraordinaire qu'ayant défini une force, 
une cause de mouvement, l'auteur ne s'appuie point sur 
cette définition pour mesurer la force et pour en déduire 
les principales propriétés. 

VIII. — Conséquences du parallélogramme 

DES FORCES. 

52. Théorème. — La résultante d'un nombre quel^ 
conque de forces appliquées à un même point matériel 
est représentée en grandeur et en direction par la re- 
sultante des droites qui représentent ces forces. 

En effet, soient F, F', F'', ... des forces quelconques 
appliquées à un même point matériel m, F et F' peuvent 



62 TRAITÉ DE MÉGÂNIQUE RÀTIONfïELLE. 

être remplacées par leur résultante R représentée par la 
résultante des droites qui représentent F et F'; mais R 
et F'' peuvent être remplacées par leur résultante R', 
qui est représentée par la résultante des droites qui re- 
présentent R et F''; or, celle droite est aussi la résultante 
qui représente F, F' et F'', On verrait de même que R' 
et F''' peuvent être remplacées par une force représentée 
par la résultante des droites qui représentent F, F', F^', 
F''', et ainsi de suite.... On finira par réduire toutes les 
forces à une seule R^"^, représentée par la résultante des 
droites qui représentent F, F', F'^. . ., et qui ne sera 
autre chose que la force résultanle de F, F', F'',. . . Le 
théorème est donc démontré. 

Corollaire I. — Soient F, F',... diverses forces, 
R leur résultante, a, a, a',... les angles que R, F, F',.«« 
font avec un axe fixe, on aura 

Rcosflf = 2Fcosa, 

et en général on aura, entre R et F, F',..., toutes les re- 
lations connues entre des droites et leur résultante. 

Corollaire II. — Si Ton se donne une force R, on 
pourra la remplacer par plusieurs autres, pourvu que ces 
autres forces aient R pour résultante. 
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CHAPITRE IL 

THÉORIE DE L'ÉQUILIBRE. 



I. — Principes fondamentaux et définitions. 

53. On appelle déplacement virtuel d*un point un 
déplacement infiniment petit donné à ce point, et difle- 
rent en général de celui que prendrait réellement le point 
sous l'influence des causes qui le sollicitent au mou- 
vement. 

Les déplacements virtuels sont indépendants du temps; 
on les représente par un 5, en réservant la caractéris- 
tique diflerentielle d pour le^s déplacements réels ef- 
fectués dans le temps dt. 

On appelle travail virtuel d'une force le produit de 
celte force par le déplacement virtuel de son point d'ap- 
plication et le cosinus de l'angle compris entre la direc- 
tion àe la force et celle du déplacement. Le travail est 
donc susceptible d'un signe qui sera -h ou — , selon que 
la force et le déplacement feront ensemble un angle aigu 
ou obtus. 

54. Théorème L — Le tra\^ail d^ une force , pour un 
déplacement virtuel quelconque^ est égal à la somme 
des travfaux viHuels de ses composantes pour le même 
déplacement. 

En eifet, soient R une force, F, F', F", ... ses compo- 
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sanles, ds un déplacement virtuel donné à son point 
d^application ; on a, en projetant successivement R 
et F, F', F'', ... sur âs^ 

R cos(R, Ss) = 2Fcos(F, Ss)y 

et, par suite, en multipliant par ds, 

R^scos(R, es) = l¥ ^s cos(V y 9s). 

Cette formule contient la démonstration du théorème 
énoncé. 

55. Théorème II. — Le travail d^une force, dans un 
déplacement quelconque^ est égal à la somme des tra- 
s^aux de la même force dans les déplacements com- 
posants. 

Soient F une force, ds un déplacement donné à son 
point d'application; soient 5w, du', 3u'\. . . divers dépla- 
cements ayant ^5 pour résultante : en projetant ds, du, 
du',. . . sur F^ on a 

$scofi(Fy Ss) =l$ucos{F,Su), 

d'où 

F^JCOs(F, $s)=lF9ucos{¥,$u). 

C. Q. F. D. 

56. Corollaire. — Soient X, Y, Z les projections ou 
composantes d'une force F relatives à trois axes rectan- 
gulaires Ox, Oy, Oz; soient dx, df, dz les projections 
du déplacement virtuel ds de son point d'application : on 
aura, en vertu du théorème I, 

trav. F = trav.X -+- trav.Y-+- trav.Z; 

mais le travail de X est égal à la somme des travaux de 
celte force dans les déplacements dx, dy, dz. Le premier 
de ces travaux est Xd.r; les deux autres sont nuls, 
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car cos(X, cJ;^)= o^ cos(X, 5^) ■= o. On a donc, en 
faisant sur Y, Z une remarque analogue, 

trav.F = X(îar-+- Yé[r -hZ3z. 
Cette formule résulte aussi de l'équation suivante : 

= F^jcos(F, Ss). 

L'expression que nous venons de faire connaître pour 
le travail de la force F est une des formules le plus fré- 
quemment employées en Mécanique. 

57. On appelle moment d'une force par rapport à un 
point le produit de cette force par sa dislance au point. 
Le point porte le nom de centre des moments^ et la dis- 
tance en question est le bras de lei^ier de la force. 

On appelle moment d^une Jorce par rapport à un 
axe dont le sens est déterminé le moment de la projec- 
tion de celte force sur un plan perpendiculaire à l'axe, 
par rapport au pied de l'axe. On donne un signe à ce 
moment. Ce signe est -h ou — , selon que la projection 
de la force tend à faire tourner dans le sens direct ou 
dans le sens rétrograde son bras de levier considéré 
comme une droite mobile autour du centre des moments. 

Le sens direct est déGni toujours de la même ma- 
nière. Ainsi un observateur ayant ses pieds à l'origine, sa 
tête à l'extrémité de l'axe, verra le bras de levier tourner 
dans le sens des aiguilles d'une montre si le moment est 
positif, dans le sens contraire s'il est négatif. 

58. Théorème IIL — Le travail d'une force^ dans 
un mouy^ement de rotation ejjectuc autour d'^un cer- 

I. 5 
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tain axe, est égal au déplacement angulaire multiplié 
par le moment de la force pris par rapport à Vaxe. 

En effet, soient OX un axe, MF une force, M son point 
d'application, F' sa projection sur un plan Ç^'Ç^ perpen- 
diculaire à OX et passant par le point M (fig* 16)9 ^a un 

Fig. 16. 




déplacement angulaire donné au point M : le travail de MF 
est égal à la somme des travaux de ses composantes MF' 
et F'F^ mais le travail de F' F est nul, puisque cette 
force fait avec le déplacement du point M un angle dont 
le cosinus est zéro; on a donc 

trav.F=:trav.F'. 

Si MT désigne alors la tangente au déplacement menée 
dans le sens des déplacements positifs, on a 

trav.F=:trav.F'=F'.OM.^acos(F'MT) 

si $0L est positif; et 

trav.F = — F' .OM. ^a cos(FMT) 

si doL est négatif. Menons OP perpendiculaire à MF', 

Tangle F'MT sera égal ou supplémentaire de POM, en 

sorte que OM cosF'MT = dz OM cosPOM = ±:OP, On 

a donc 

trav.F=i:=hF'.OP.^a. 

ou 

trav. F = dt ^a . mom .F. 
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Supposons dcL positif, le travail sera positif si la force est 
dirigée à droite de OM, c'est-à-dire si le moment est po- 
sitif; donc, dans ce cas, la force et le moment sont posi- 
tifs. On verrait de même que, si la force était dirigée vers 
la gauche de OM, le travail et le moment seraient néga- 
tifs tous deux-, quand da devient négatif, le moment ne 
change pas, le travail change de signe, on a donc tou- 
jours 

Irav. F = -4- ^a . niom . F. 

c. Q. F. D. 

S9. Théorème IV. — Le moment dUine force par 
rapport à un axe est égal à la somme fies moments 
de ses composantes. 

En efl'ei, soient R une force, F, F^ F^ ... ses compo- 
santes; si l'on donne, au point d'application de R, un 
mouvement de rotation autour de Taxe, et si âa désigne 
le déplacement angulaire^ on a 



ou 



ou enfin 



trav.R irr^trav.F, 

^amom.R = 2,$ix. mom.F, 

niom.R = 2 mom.F. 

c. Q. F. D. 



60. Problème I. — Étant donnés les moments L, 

M, N d'une force F par rapport à trois axes rectan-^ 

gulaires Ox^ O/, Or, calculer le moment de cette force 

par rapport à un axe 01 passant par le point O et 

faisant ay^ec les premiers des angles «, |3, y. 

Donnons, au point d'application de F, un mouvement 
de rotation w autour de 01, la rotation o) pourra se dé- 
composer en trois autres ;c7, ^, 7', effectuées autour de Ox, 

5. 
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Oy, Oz respeciîveinenl, et Ton aura 

jOrzrwCOSa, y = WCOSp, rrrrwCOSy. 

Ecrivons que le iravaîl de F, dans le mouvement résul- 
tant 0), est égal à la somme des travaux de F dans les 
mouvements composants, on aura 

».mom.F=: L wcosa H-Mw cosp -h Ncosy, 



ou 



mom . F == L cosa -f- M ces p -f- N cosy. 



61. Problème II. — Soient X, Y, Z les projections 
d^une force sur trois axes rectangulaires O x, Oy, Oz : 
calculer les moments L, M, N de cette force par rap-^ 
port aux axes. 

Soient M le point d^application de F (Jig* i'j)\x^y^ z 
ses coordonnées : le moment L de F par rapport à Ox 



Z/K 







F 

! >r 
mi/i — ^ 

/ ^ 



est égal à la somme des moments de X, Y, Z; or le mo- 
ment de X, parallèle à Taxe Ox^ est nul, le moment de Y 
est égal au produit de Y par son bras de levier z. Ce mo- 
ment est négatif sur la figure, car la fqrce Y tend à faire 
tourner son bras de levier dans le sens zj\ si Y était 
négatif, le moment en question serait positif, mais la 
valeur absolue de Y serait — Y. Ainsi qyand z est po- 
sitif, le moment de Y est — Y^; on verrait de même 
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<jue, si z ëlait négatif, le nioment serait égal à — Yz, Le 
moment de Z est Z^ et positif sur la figure, car z tend 
à faire tourner son bras de levier dans le sensj^z; en 
discutant. le signe de ce moment, dans le cas où Z et j^ 
sont négatifs, on conclut que TjJ représente, en grandeur 
et en signe, dans tous les cas, le moment de Z^ on a donc 

€t de même 

N = Y j: — Xj. 

62. Remarque I. — Si Ton appelle a^ ^^ y les angles 
que fait F avec les axes, on a 

L = F ( j COS7 — z cosp), 
M = F (2 cosa — J7COS7), 
N = F(.rcosp — jcosa). 

Remarque IL — Si l'on transforme les coordonnées en 
appelant «, t, c, a', i', c', «'', h"^ c" les neuf cosinus qui 
servent à passer aux nouveaux axes en laissant l'origine 
immobile, on a 

(l) L'zrrZ'j'— «'Y', 

L', M', N', x'^j\ z', X', Y', Z' désignant les moments, 
les coordonnées et les composantes relatives aux nou- 
veaux axes ; or 

Z' = cX4-r<Y-f-c"Z, 
y=zbj: -f- by-\- b"z^ 



La formule (i) devient alors 

L' = (cX + c'y -4- c"Z) [bx 4- b'x -f b"z) 

— [b'^+b'Y+b"Z)[cx^c'y -4-c"a) 
ou 

V = (Zj — Yz) (c" ^' - ^''c') -f- . . . , 
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OU 

ce qui constitue une seconde manière de résoudre le pro- 
blème I. 



II. — Equilibre d'un point matériel. 

63. Un point matériel, ou plus généralement un corps 
quelconque, est dît en équilibre sous l'influence de cer- 
taines forces, lorsque ces forces ne modifient pas son état 
de repos ou de mouvement 5 on dit aussi que les forces en 
question se font équilibre. 

Pour que des forces appliquées à un même point ma- 
tériel se fassent équilibre, il faut et il suffît évidemment 
que leur résultante soit nulle, car la résultante est la force 
qui à elle seule est capable de produire le même effet que 
les forces données. 

Soient ox^ oj^ oz trois axes rectangulaires 5 X, X', . . . , 
les projections des forces qui sollicitent le point M, sur 
l'axe des x\ Y, Y',... leurs projections sur l'axe des 
r ; Z, Z', . . . leurs projections sur l'axe des z : la condi- 
tion nécessaire et suffisante pour que la résultante soit 

nulle est 

2X = o, 1Y = Q, lZ = o, 

car les premiers membres de ces équations sont les pro- 
jections delà résultante surles axes; et pour qu'une droite 
soit nulle, il faut et il suffit que ses projections sur trois 
droites concourantes soient nulles. Autrement : 

Pour que la résultante soit nulle, il faut et il suffit que 
son travail soit nul pour tous les déplacements possibles 
du point M, car si Ton a toujours 

R^jcos(R, 5j) = o, 
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on en déduit R = o, car cos(R, ^s) ne peut pas être tou- 
jours nul, et si Rd5cos(R, ^5) n'était pas nul, R ne sau- 
rait être nul. En remplaçant le travail de la résultante 
par la somme des travaux de ses composantes on a, en 
vertu d'un théorème du paragraphe précédent, 

2(X^^ + Y5j -h Z^z) =0. 
D'où l'on peut conclure 

2X=:0, 2Y = 0, 2Z=i:0, 

car àx^ iy^ $z sont arbitraires. 

Si le point M, au lieu d'être libre, était assujetti a rester 
sur une courbe ou sur une surface lixe, on pourrait rem- 
placer l'action delà courbe ou de la surface par une force, 
et effectivement cette action équivaut à une force, puis- 
qu'elle modifie le mouvement que prendrait le corps s'il 
était libre. 

64. Nous dirons quil n'y a pas de frottement si l'ac- 
tion de la surface ou de la courbe fixe se réduit à une 
force dirigée suivant une normale: dans ce cas, il est évi- 
dent que la condition nécessaire et suffisante pour l'équi- 
libre est que la résultante des forces qui sollicitent le 
point matériel soit normale à la courbe ou à la surface. 

En effet, si l'on décompose la résultante en deux autres 
forces, l'une normale, l'autre tangente à la courbe ou ci 
la surface, la force normale n'aura aucun effet, en ce sens 
qu'elle tendra à enlever le point de la courbe ou de la 
surface et fera équilibre à l'action de la surface : quant à 
la force tangentielle, si elle n'est pas nulle, elle fera glisser 
le point matériel le long d'une des tangentes. 

Si le point M était simplement assujetti h ne pas péné- 
trer d'un certain côté d'une surface donnée, il faudrait 
non-seulement exprimer que la résultante est normale à 
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la surface, mais encore qu*elle est dirigée vers le côté où 
le point ne peut pas pénétrer, ou qu'elle est nulle. 

Ces conditions peuvent encore s'exprimer autrement : 
dire que la résultante est normale à la surface ou à la 
courbe, c'est dire que le travail de cette résultante est 
nul pour tout déplacement effectué sur la courbe ou sur 
la surface. Pour exprimer ces conditions analytiquement 
on procède comme il suit. 

65. Soit d'abord 

l'équation de la surface sur laquelle le point est assujetti 
à demeurer. Soient x, y, z les coordonnées ; X la somme 
des projections sur Taxe des x des forces qui sollicitent le 
point; Y, Z les sommes analogues relatives aux autres 
axes. Soit, de plus> N la réaction normale de la surface. 
Les cosinus des angles que la normale fait avec les axes 

sont : A -y-? ^ 3~' T"' ^^ posant, pour abréger, 



Les forces N, X, Y, Z doivent se faire équilibre sur le 
point supposé libre. On a donc 

NA^+Xz=o, NA^H-Y = o, NA^-4-Z==o. 
dx • dy dz 

On en déduit 

— NA=X: -^ = T:^ = z: ^= a^xm^ym^'. 

dx dy dz 

Ces équations font connaître N et expriment, du reste, 
que la résultante est normale à la surface; car X, Y, Z 
sont égales aux projections de la résultante. 
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Si nous supposons que le point soit assujetti à demeu- 
rer sur une courbe, en désignant par ds rëlément d'arc 
et par X, fx, y les angles que fait la réaction N avec les 
axes, on aura 

NcosX -f-X = o, 

(i) { N cosfx-h Y = o, 

N cosv -f- Z = o. 

A ces formules il faut joindre la relation 

( 2 ) COS^'k -4- COS'ft -f- COS' V = I , 

et la suivante qui exprime que la direction X^ fx, v est 
normale à la direction ds, 

cos> dx H- cosf* dy -4- cosv dz = o. 

Les équations (i), multipliées par dx^ dy^ dz et ajoutées, 
donnent 

^dx H- Ydy -4- Zdz = o. 

Cette équation exprime que la résultante est normale à 
la courbe; si Ton élimine ensuite cosX, cosj/, cosv en* 
ire (i) et (a), on trouve 

.N» 1= X» -f- Y» 4- Z'. 

On pourra calculer N par cette formule, après quoi les 
équations (i) feront connaître cosX, cosji, cosv. 

• 

III. — Peincipe de l' action et de la réaction. 

66. Lorsqu'un point matériel A exerce une action sur 
un autre point 6 (et nous avons déjà dit que toute force 
émanait d'un point matériel), le second point B exerce 
aussi une action sur le point A, et les deux forces éma- 
nées 'de A et de B sont toujours égales, mais de sens op- 
posé, et dirigées suivant AB. 



74 TRAITÉ DE MÉCANIQUE RATIONJNELLE. 

Ce principe est le dernier de ceux dont nous ferons 
usage sans en donner de démonstration. Newton, qui Ta 
énoncé le premier, a donné à Tune des forces (celle qui 
émane de B) le nom à^action \ l'autre porte le nom de 
réaction'^ ainsi ou peut énoncer le principe de Newton 
comme suit : Vaction est égale et contraire à la réac^ 
tion. 

Ce principe, ou du moins un nouveau principe, deve- 
nait tout à fait nécessaire pour étudier les relations qui 
existent entre un point et le monde extérieur, et Ton 
conçoit qu'il ne soit pas possible de démontrer de tels 
principes par la seule force de la raison : nous les véri- 
fierons expérimentalement dans leurs conséquences. 

67. Evaluons la somme des travaux virtuels des forces 
provenant de l'action mutuelle de deux points A, B. 
Soient a:,j^, z les coordonnées du point A 5 ^s son déplace- 
ment virtuel 5 x'^y^z^ les coordonnées du point B; J5' son 
déplacement virtuel, /la distance AB,yraciion mutuelle 
des points A et B. Si nous supposons d'abord la force f 
attractive, c'est-à-dire si nous supposons l'action de B 
sur A dirigée de A vers B^ le travail développé en A sera 

fSs cos(AB, Ss); 
le travail développé en B sera 

la somme sera. 

(i) T z=/[§scos(AB, $s) -h Ss' cos(BA, Ss')]. 

Or on a 

cos AB, h) m — - — ■— + ^ ^ -^ -f H — - T-î 
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La formule (i) devient alors 
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T = —/y [(^' — ^) (5^— Sx) 

ou 

c'est-à-dire 

/ 

T — ~ lî P 

OU enGn 

Si la force avait été répulsive^ on aurait eu 

T =/$l, 

ce que l'on pouvait prévoir; car, toutes choses égales 
d^ailleurs, la force y changeant de sens, le travail doit 
changer de signe. La Géométrie conduit simplement au 
résultat que nous venons de trouver. 

Fig. 18. 




En effet, soit A'B' {fig- 18) la position de la droite AB 
après son déplacement virtuel, on a, si y est une force 
attractive, 

* 
A A'' et BB" désignant les projections de ds et Js', la for- 
mule précédente peut s'écrire 
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T=/(AB — A"B"), 
ou, aux infiniment petits du second ordre près, 
T =/(AB - A'B') =/. (~ Si) = —fSl. 

IV. — Sur les diverses forces qui sollicitent 

LES corps. 

68. Les physiciens admettent généralement que les 
corps naturels sont formés d'atomes séparés les uns des 
autres par des vides. Le point matériel n'est pas un 
atome; c'est un point mathématique pris à l'intérieur 
de la matière, et faisant partie de cette matière : il y en 
aurait donc une infinité dans un atome, qui est un cor— 
puscule de dimensions finies. 

Nous tacherons de n'introduire que le plus tard pos- 
sible la notion d'atome dans l'étude que nous ferons, 
laijBsant ainsi la moindre part possible à l'hypothèse. 
Nous admettrons que, dans les systèmes matériels ou 
corps soumis à notre étude, le nombre des points maté- 
riels auxquels des forces sont appliquées est fini, ou 
plutôt nous n'étudierons que les systèmes formés de 
points matériels isolés et en nombre limité. 

Les forces qui sollicitent un système de points maté- 
riels sont de deux espèces : elles sont intérieures ou 
extérieures ; les forces intérieures sont celles qui éma- 
nent de points faisant partie du système; les forces exté- 
rieures émanent, au contraire, de points matériels exté- 
rieurs au système. 

A un autre point de vue, nous partagerons les forces 
en forces directement appliquées au système et en forces 
de liaison. Nous définirons seulement ce que nous en- 
tendons f dit forces de liaison • 



« A 
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69. La plupart du temps, les divers points d'un 
système ne sont pas indépendants les uns des autres; 
leurs coordonnées sont assujetties à remplir certaines 
conditions , certaines égalités auxquelles on donne le 
nom de liaisons. Par exemple, un point du système peut 
être assujetti à rester sur une sphère 3 deux points peu- 
vent être assujettis à rester à une distance invariable Tun 
de l'autre : ces conditions se traduisent par des équa- 
tions entre les coordonnées de ces divers points, et con- 
stituent ce que Ton appelle des liaisons» 

Ces liaisons équivalent à des forces. En effet, si nous 
supprimons une liaison, le corps va prendre un mouve- 
ment différent de celui qu^il aurait pris si la liaison avait 
subsisté, ou plutôt Tétat de repos ou de mouvement du 
système va être modifié^ il est évident que Ton ramènera 
le système A son état primitif, en appliquant à ses divers 
points certaines forces. (Il ne faut pas oublier qu'une 
force est la cause capable de modifier Tétat de repos ou 
de mouvement d'un point matériel.) Ainsi les liaisons 
équivalent à des forces. Ces forces sont ce que nous ap- 
pellerons \^ts forces de liaisons; elles peuvent être inté- 
rieures ou extérieures, suivant les cas. 

Il y a quelquefois avantage à introduire directement 
dans le calcul les forces qui produisent une liaison don- 
née ; on ne tient plus compte alors de cette liaison, et les 
forces de liaison en question deviennent des forces direc- 
tement appliquées. 

Avant d'aller plus loin, il est indispensable de lever 
une difficulté qui résulte de nos conventions, et qui 
pourrait éveiller des doutes dans l'esprit du lecteur. Nous 
avons admis qu'un système pouvait renfermer une infi- 
nité de points matériels, et cependant nous avons admis 
qu'un nombre limité d'entre eux recevait l'action des 
forces j il semblerait, d'après cela, que si le corps se met 
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en mouvemenl, les seuls points auxquels sont appliquées 
les forces vont se mouvoir et se détacher du système. Pour 
faire disparaître celte difficulté, il faut supposer que les 
points auxquels les forces ne sont pas appliquées aient 
des niasses nulles et soient invariablement liés par 
groupes à certains points qui reçoivent Faction des forces, 
et qui auront une masse proportionnelle, si l'on veut, au 
volume dont les points qui leur sont liés font partie. 

Ainsi» par exemple, on peut imaginer qu'un atome 
forme un solide de figure invariable, et qu'un poiDtque 
nous appellerons centre de cet atome soit le point d'appli- 
cation d'une force; nous donnerons au centre de l'atome 
ime masse proportionnelle au volume de l'atome; nous 
pourrons imaginer plusieurs centres dans l'atome, en 
sorte que l'on pourra toujours faire, dans les calculs, 
abstraction d'une certaine partie de la matière et la ré- 
duire à un nombre fini de points matériels invariable- 
ment liés entre eux. 

Du reste les calculs et les raisonnements qui vont suivre 
seront indépendants de toute hypothèse sur la constitu- 
tion de la matière, vu que nous ne parlerons que de 
systèmes de points matériels. Nous solidifierons quel- 
quefois ces systèmes, c'est-à-dire que nous supposerons 
les distances mutuelles de leurs points invariables. Nous 
resterons ainsi pendant longtemps dans te domaine de 
l'^abstraction ; mais Tétude que nous aurons faite sera 
utile dans la suite, lorsque, abandonnant les spéculations 
rigoureuses de la Mécanique rationnelle, nous essayerons 
d'appliquer l'analyse aux phénomènes naturels, en in- 
troduisant les hypothèses dont nous avons parlé plus 
haut, modifiées convenablement suivant les besoins de 
la science. 
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V. — Théorème du travail virtuel. 

70. Nous rappellerons d'abord qu'un corps est dit 
en équilibre sous l'influence de certaines forces, lorsque 
ces forces sont incapables de modifier son état de repos 
ou de mouvement. Ces forces ne se détruisent pas ; elles 
produisent les forces de liaison. Prenons^ par exemple, 
un point assujetti à rester sur un plan ; ce point peut 
rester en repos sur ce plan, sans qu'aucune force agisse sur 
lui. Faisons agir sur ce point une force normale au plan, 
il va rester en équilibre ; mais il faut alors que la fixité 
du plan équi vaille à une force égale et de sens contraire 
à celle que nous venons de faire agir. Ainsi les forces di- 
rectement appliquées engendreront en général des forces 
de liaison, variables avec les forces directement appli- 
quées. 

Théorème du travail virtuel. — Pour quun système 
de points matériels soit en équilibra sous V influence des 
forces qui lui sont directement appliquées^ il faut et il 
suffit que la somme des trauaux ^virtuels des forces qui 
le sollicitent soit nulle pour tout déplacement com^ 
patible avec les liaisons du système. 

Soient (xi, j^i, ^i), (a^aj y%^ ^j),. . . les coordonnées 
des différents points du système, les liaisons seront, 
comme nous l'avons déjà dit, des conditions exprimées 
au moyen d'équations telles que 

(i) L (^1, ri,zi; j:2,.-.) = o, 

entre les coordonnées des divers points du système. 
Soient îxi, ôj<*i, ^z^-^ JjTj,. . . les variations correspon- 
dantes à un certain déplacement virtuel : nous dirons que 
ce déplacement est compatible ai^ec la liaison (i), si l'on a 
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c'esl-à-dire, en vertu de (i), • 

dL ^ dL . dL ^ dL ^ 

-J-- ^ar, -h — - ^j-, -f- -7- ^z, -f- ■— - ^r,4- . . . = o. 
dXi dj'x dzi dzi 

Ceci posé, supposons d'abord que le système soit à 
liaisons complètes, c'est-à-dîreque, n désignant le nombre 
de ses points, il existe 3 « — i équations de liaison. Dans 
ce cas, chacune des 3n cordonnées Xi,j^i, z^] Xj,... 
pourra s'exprimer à Taide d'une seule d'entre elles, et 
chacun des points du système va être assujetti à décrire 
une courbe déterminée; les seuls déplacements compa- 
tibles avec les liaisons seront des déplacements effectués 
le long de ces courbes. 

Pour qu'un point assujetti à décrire une courbe soit en 
équilibre, il faut, comme nous l'avons vu (p. 72), que 
la somme des travaux virtuels des forces qui lui sont di- 
rectement appliquées soit nulle pour tout déplacement 
effectué le long de la courbe; or, pour que le système 
soit en équilibre, il faut que chacun de ses points soit en 
équilibre; donc il faut que la somme des travaux de toutes 
les forces directement appliquées soit nulle pour tout dé- 
placement effectué le long des courbes, c'est-à-dire com- 
patible avec les liaisons. 

Supposons maintenant qu'il existe un nombre k quel- 
conque de liaisons (inférieur à 3n, sans quoi x^^yi, Z],... 
ne sauraient varier) ; soient 

(L) L, = o, Lji=io,..., La=:o, 

ces liaisons ; s'il y a équilibre , cet équilibre ne sera 
pas troublé par l'introduction de nouvelles liaisons en 
nombre 3 « — k — i , 

(M) M, = 0, Mj = o,..., M3„_*_, = 0, 

compatibles avec les premières (car introduire une liai- 
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son revient à s'opposer à certains déplacements, et si un 
point est en équilibre sous Tinfluence de certaines forces, 
on peut le supposer en repos en vertu du principe de 
Tindépendance des effets simultanés des forces 5 or s'il 
est en repos, il est bien clair qu'il restera encore en re- 
pos si Ton s'oppose simplement à ce quMl se meuve dans 
un certain sens). 

Mais nous avons maintenant 3 h — i liaisons, le sys- 
tème est à liaisons complètes^ il faut donc que la somme 
des travaux des forces directement appliquées soit nulle 
pour tout déplacement compatible avec les liaisons (L) 
et (M) : mais les liaisons (M) sont quelconques; donc la 
somme des trax^aux des forces directement appliquées 
doit être nulle pour tout déplacement compatible av^ec 
les liaisons (L) pour qu* il y ait équilibre, 

71, Il reste à prouver la réciproque : Supposons que 
la somme des tray^aux des forces appliquées à un sjs^ 
tème soit nulle pour tout déplacement compatible a\^ec 
les liaisons j je dis qu il y aura équilibre. 

En effet, on peut supposer que le corps parte du repos; 
s'il n^y a pas équilibre, le système va se mettre en mou- 
vement, le déplacement qu'il prendra sera compatible 
avec les liaisons, mais on pourra s'opposer au mouve- 
ment et rétablir l'équilibre en appliquant à chaque point 
une force d'intensité convenable'dirigée en sens contraire 
du mouvement initial. Appelons F le système primi- 
tif des forces, 4> le système des nouvelles, forces intro- 
duites. Sous Tinfluence deFel4>, le système est en équi- 
libre; donc la somme des travaux des forces F et 4> est 
nulle pour le déplacement compatible avec les liaisons, 
qui se produirait si 4> n'existait pas. Mais, par hypothèse^ 
le travail des forces F est nul ; donc le travail des forces 
devrait l'être aussi, ce qui est absurde, puisque ces 
I. 6 
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forces agissent toutes en sens inverse du déplacement con- 
sidéré, et que, par suite, leur travail est négatif. Donc,..., 
et le théorème se trouve démontré. Le théorème précé- 
dent porte le nom de principe des vitesses virtuelles ou 
du fraisait virtuel. 



\I. — Remarques sur le théorème précédent. 

72. Remarque I. — Si Ton considère un système libre, 
c'est-à-dire dans lequel il n'existe pas de liaisons, pour 
qu'il y ait équilibre il faut et il suffit que la somme des 
travaux virtuels de toutes les forces du système soit nulle 
pour tout déplacement du système. On peut le voir im- 
médiatement en observant que, chaque point devant être 
en équilibre, la somme des travaux des forces qui le sol- 
licitent doit être nulle*, réciproquement, si la somme des 
travaux de toutes les forces du système est nulle quel que 
soit le déplacement, elle sera nulle en particulier si tous 
les points, à Texceplion d'un seul, restent immobiles ; 
mais alors ce point est en équilibre, puisque la somme 
des travaux de toutes les forces qui le sollicitent est nulle ^ 
donc chaque point du système, et par suite le système 
lui-même, est en équilibre. 

Remarque II. — Nous avons supposé tacitement, dans 
la démonstration du principe des vitesses virtuelles, que 
les liaisons ne variaient pas avec le temps ^; maïs il est 
facile de voir que ce principe est encore vrai dans le cas 
où les liaisons sont fonctions du temps. 

En eflel, considérons le système h IVpoque 9. Suppo- 
sons que l'on remplace, dans chaque équation de liaison 
que nous supposerons de la forme 
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t par la constante d, le principe des vitesses virtuelles sera 
vrai pour le nouveau système de liaisons^ comme il est 
vrai ainsi à chaque instant d, il a lieu pour toutes les va- 
leurs die < : il est donc général. 

Mais il faut observer (et cette remarque est importante 
en dynamique) que le déplacement réel infiniment petit 
que prend un corps en mouvement n^est pas compatible 
en général avec les liaisons à Tépoque t, si celles-ci con- 
tiennent le temps \ en eifet, si dx^ , dy^^ dz^ , . . . désignent 
les variations de X], j^i, ^i, . . • dans le déplacement réel, 
on a 

tandis que l'on a seulement 

donc on ne peut prendre dx^ = dx^^ dj^ = 5)^1 , . . . que 

si — ;- est nul , c'est-à-dire si les liaisons ne contiennent 
dt 

pas le temps* 

73. Remarque III. — Dans la démonstration que nous 
avons donnée du principe des vitesses virtuelles, nous 
avons supposé que si un point était assujetti à rester sur 
une courbe, on pouvait remplacer l'effet de la courbe par 
une force normale : ceci n'a lieii que s'il n'y a pas Ae frot- 
tement sur cette courbe. S'il y avait frottement, il fau- 
drait remplacer les liaisons correspondant à ces frotte- 
ments par les forces qu'elles produisent, ces forces étant 
considérées comme directement appliquées. 



6. 
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VII. — Application des principes précédents 

A LA STATIQUE DES SOLIDES. 

74. Nous allons chercher les conditions d'équilibre 
d'un système solide^ cetfe question sera étudiée plus à 
fond dans le Chapitre suivant : nous voulons seulement 
ici montrer comment on doit se servir du principe des 
vitesses virtuelles. 

Les mouvements compatibles avec les liaisons dans un 
solide, c'est-à-dire les mouvements qui n'altèrent pas les 
distances mutuelles des points, se réduisent tous, comme 
on l'a vu, à une rotation et à une translation ; donc, pour 
assurer l'équilibre, il suffira d'écrire que la somme des tra- 
vaux virtuels des forces directement appliquées est nulle 
pour tcrut mouvement de rotation et pour tout mouvement 
de translation (car le travail dans le mouvement résultant 

est la somme des travaux effectués dans les mouvements 
composants, p. 64)* 

Or un mouvement de rotation quelconque (p. 28) 
peut être remplacé par une translation convenablement 
choisie et par trois rotations effectuées autour de trois axes 
fixes ^ un mouvement de translation peut être décomposé 
en trois translations parallèles à trois axes fixes, «n sorte 
qu'en définitive pour assurer l'équilibre il suffira d'écrire 
que la somme des travaux des forces directement appli- 
quées est nulle pour trois rotations quelconques effectuées 
autour de trois axes coordonnés rectangulaires et pour 
trois translations quelconques parallèles aux axes. 

Si l'on observe alors : 1*^ que le travail d'une force 
(p. 65) dans un mouvement de rotation est égal à son 
moment multiplié par le déplacement angulaire; 2^ que 
le travail d'une force dans un mouvement de translation 
est égal à la projection de la force sur la direction du 



DEUXIEME PARTIE. CHAPITRE II. 85 

déplacement, multipliée par Tamplitude de ce déplace- 
ment, on arrive à cette conclusion : 

Pour quun système solide soit en équilibre^ il faut et 
il siiffit : i^ que la somme des moments des forces direc^ 
tement appliquées^ pris par rapport à trois axes rectan- 
gulaires, soit nulle ; oP que la somme des projections de 
ces forces sur les trois axes soit nulle. 

On peut arriver à ce résultai d'une autre manière. On 
observe que, pour tout déplacement compatible avec la 
solidité, la somme des travaux des forces de liaison est 
nulle; en effet, ces forces sont intérieures et se réduisent 
à des actions mutuelles; soient/ une force intérieure, / la 
distance des points entre lesquels elle agit : on a vu que 
le travail correspondant à cette force est (p. jS) ±fdl. 
Mais, dans les solides, $1 = o, puisque les équations de 
liaison sont de la forme / = const . ; donc dzfdl=o^ 
et, par suite, les travaux des forces de liaison (qui, ici, 
sont les forces intérieures) sont nuls; soient donc Xj, 
Y|, Zj, X', , . . . les composantes des forces appliquées sur 
les points dont les coordonnés sont J^i, J>^i> ^i» x'^ , . . . ; on 
devra avoir (p. 64) 

I (X^x -+- YSx -h Z$z) z=z o; 

pour tout déplacement compatible avec la solidité, on 
peut prendre 

^J7, izr ^jTj, . . . et ^^,1=0, 6i/j=0,..., 5z, rziO, ^ZjznO,..., 

ce qui revient à donner au système un mouvement de 
translation parallèle à Taxe des x\ la formule précédente 
se réduit alors à SX = o, et Ton trouve de la même 
manière 2Y = o, 2Z = o. 

On peut aussi prendre ^z =j5ol^ ^J==- — # oa, cîx = o, 
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ce qui revient à donner un mouvement de rotation au- 
tour de Taxe des x (*), et Ton a ^{7{y — Y^) =o*, on 
aurait de même 2(Xz — 7ax) = o, 2(Ya: — Xj^) = o. 

On retrouve ainsi les mêmes conditions que tout à 
l'heure (58) ; il reste à prouver qu'elles sont suffisantes, 
car nous n'avons donné qu'un nombre restreint de dépla- 
cements. Si nous exprimons que trois points du système 
sont en équilibre, ou si l'on veut en repos, tous les autres 
le seront aussi. Or, pour exprimer que trois points du 
solide sont en repos, il suffît d'exprimer : i° que l'un des 
points est fixe, ce qui exige trois équations [x = const., 
jr = const., z = const., par exemple) \ i^ que deux des 
coordonnées d'un second point sont constantes, car la 
fixité du premier point assujettit le second à se trouver 
sur une sphère, ce qui fournit deux équations ; 3° qu'une 
seule coordonnée du troisième point est constante, car la 
fixité des deux premiers points l'oblige à se trouver sur 
un cercle déterminé, ce qui fournit encore une équation. 
Donc six équations suffiront pour assurer l'équilibre. 

VIII. — Méthodes de Lagrawge pour trouver 

LES CONDITIOIN'S DÉQUILIBRE d'uN SYSTÈME. 

75. Le théorème du travail virtuel fournit deux mé- 
thodes pour trouver les conditions d'équilibre des sys- 
tèmes; nous allons les étudier successivement. 

1** Méthode des multiplicateurs. — Soient .r, y, z 
les coordonnées d'un point quelconque du système ; X, 
Y, Z les projections sur les axes de la force qui le solli- 

{*) En efTet, désignant par /* la distance du point (x, y, g) à Taxe 
des Xf et par a l'angle que fait le rayon r avec Taxe desj^, nous aurons 
^ = rcosoc ets = rsina; par suite, en faisant tourner le système de 
l 'angle (Ta, on aura ^o: = o, <?/ = — r sin a ^a ou — z Sx, et as = r cos a âtx. 
ou /<fa. G. Q. F. D. 
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cite; soient enfin 

(i) L, =0, La = o, ..., L* = o 

les équations de liaison. Si l'on se rappelle rex[)ression 
que nous avons donnée, p. 64» du travail d'une force, le 
théorème du travail virtuel fournit la relation 

(2) 1 [XSx + Y§/ ^Z$z)z=z o j 

où $x^ 5y, . . . désignent des déplacements quelconques 
compatibles avec les liaisons, c'est-à-dire (p. 79) satis- 
faisant aux équations : 

dx djr dz 

(3) { ^[dU ^ du ^ dL. . 




Sx + '-^ $x -+-~§zj = o, 



Soit n le nombre total des points du système. Des équa- 
tions (3), en nombre A', on peut tirer les valeurs de k 
variations en fonction des '5 n — A autres, et porter ces 
valeurs dans (2) 5 les 3w — k variations en question étant 
arbitraires, on pourra égaler leurs coefficients à zéro. On 
obtiendra ainsi 3« — k équations, qui seront celles de 
l'équilibre, puisqu'elles équivaudront à (2) et à (3). La 
position d'équilibre sera alors donnée en joignant aux 
3/2 — k équations d'équilibre les A équations (i) ; on aura 
ainsi 3n équations pour déterniiiier les 3/i coordonnées 
des points du système quand on connaîtra X, Y, Z,.... 

On peut faire l'élimination des variations par la mé- 
thode des multiplicateurs. A cet effet, multiplions la pre- 
mière équation (3) par Xj, la seconde par ij,..., et 
ajoutons ces équations avec (2), il vient 
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On peut profiter de rindëtermination des k quantités \ 
pour écrire arbilraîremenl h relations; nous pourrons 
donc annuler les coefficients de/r variations: il reste alors 
3n — h variations dans la formule (2) 5 ces autres varia- 
tions étant arbitraires, leurs coefficients doivent être 
identiquement nuls. On obtient donc les 3/i équations* 
suivantes : 

dhx dhi 

■X^i + Ai —z h Aa — h . . . = O , 

a.ri dxx 

X2 + A| — — + Aj — h • • . := O ) 



dont les h premières déterminent X,, Xj,. . . , X^. En por- 
tant les valeurs de X,^ î.j,. . . dans les autres, on obtient 
les équations de l'équilibre; au lieu de procéder ainsi, 
on peut se contenter d'éliminer Xj, X,, . . . d'une manière 
, quelconque entre les formules (5). 

Les multiplicateurs Xj, Xj, . . . (et c'est un fait bien re- 
marquable) peuvent servir à calculer les forces de liai- 
son ; en effet, désignons par P, Q, R les projections de la 
force de liaison qui agit sur le point (r, /, 2). En intro- 
duisant les forces P, Q, R dans le calcul, on peut sup- 
poser le système libre, et Ton a, pour exprimer que les 
n points du système sont en équilibre, les Zn équations 

X, 4-P, =0, 
Xj -h P, = o. 



En comparant ces» équations avec (5), on voit que 

( P — ^i — • -4- ^ ^^^ -U\ «^1^3 
^6) ' dx\ dXy dXx 



On voit ainsi que /, — -^ est la projection, sur l'axe des o:, 

uXi 
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de la force de liaison qui agit sur le point Xi et qui émane 
de la liaison Li^ en ciTet, la suppression de celte liaison 

ferait disparaître de l'équation (6) le terme Xj — -^» que 

eu e 

l'on peut regarder comme la projection d'une force sur 
Taxe des x. 

76. 2° Méthode du chàingement de yariables. — On 
peut, si Ton ne tient pas à calculer les forces de liaison, 
einployer une méthode quelquefois préférable à la pré- 
cédente; on calculera le travail en fonction de 3/i — k 
variables y^, ^j,. . ., Çin^kj telles que ces variables ne 
soient liées entre elles par aucune relation. L'équation 
du travail se présentera alors sous la forme 

Q, J<7, -4- QjJ^j. . . = 0; 

comme J^,, Sq^^.., sont arbitraires, Q^ = o, Qj = o,... 
seront les équations de l'équilibre. Xt, Xj,. . .^/n J^'^s?-"» 
-?!, -^j,. . . doivent pouvoir se calculer en fonction de q^ 
^2, . . . , en tenant compte des relations (i), qui réduisent 
ces variables à 3/i — k. Si l'on commence par établir 
3n — k relations de la forme 

on pourra, en les joignant à (1), exprimer x,, X|,. . ., 
yt , j'a, ... en fonction de </i , y» . . • , et ces valeurs, re- 
mises dans (ï), satisferont identiquement à (i). On a 
donc une infinité de moyens de choisir les fonctions (j. 
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CHAPITRE III. 

ÉQUILIBRE DES œRPS SOLIDES. 






I. — Notions préliminaires. 

77. Bien que le solide parfait, lel que nous Tavons dé- 
fini c*n Mécanique rationnelle, soit unétre de raison^ îl est 
utile d'étudier les conditions de son équilibre : d^ abord, 
parce qu^un grand nombre de corps naturels ont une 
constitution qui les rapproche beaucoup des solides de 
la Mécanique rationnelle; ensuite, parce que, dans un 
grand nombre de cas, comme nous le verrons, on peut 
appliquer à des corps quelconques les équations de l'équi- 
libre des solides. 

On pourrait déduire du principe des vitesses virtuelles 
toute la statique. Plusieurs motifs nous empêcheront de 
le faire : en premier lieu, cette marche n'a pas été celle 
des inventeurs, qui ont introduit dans la science un grand 
nombre de mots encore usités aujourd'hui et qu'il est in- 
dispensable de connaître pour pouvoir lire leurs Mé- 
moires originaux*, en second lieu, le principe des vitesses 
virtuelles peut certainement servir à résoudre toutes les 
questions d'équilibre, mais il a l'inconvénient d'être sou- 
vent d'une application difficile et laborieuse; enfin il est 
bon d'étudier la science sous tous ses divers aspects, et, 
en procédant ainsi, l'on rencontre des théories intéres- 
santes qui^ concourant par des voies toutes différentes 
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vers un même but, donnent à l'esprit une satisfaction 
que l'on est toujours heureux d'éprouver dans l'élude 
des sciences physicomatliématiques. Nous démontrerons 
d'abord un principe qui est un corollaire du principe des 
vitesses virtuelles. 

78. Prikcipe. — Pour que deux forces appliquées à 
un solide se fassent équilibre^ il faut et il suffit que ces 
forces soient égales et directement opposées. 

Ce principe est une conséquence des six équations de 
l'équilibre d'un solide. En effet, soient P, Q, R et F', Q',R' 
les composantes des forces en question estimées suivant 
trois axes rectangulaires; x, j^, z et x\y\ z' les coor- 
données de leurs points d'application, les équations de 
l'équilibre sont 

P + P'=ro, Q-|-Q'=ro, R-i-R' = o, 

Rj— Qz -h R'j' — Q'z' z= o, 
Pz — Ra:-f- PV — RVm o, 
ç^x— Pj + QV — P'j' = o. 

Les trois premières équations montrent que la force 
(P, Q, R) est égale et de direction opposée à (P', Q', R'). 
Quant aux trois dernières, elles peuvent s'écrire, en 
tenant compte des premières, 

X — x' y — y^ z — z' 
P "^ Q "Hr""' 

ce qui prouve que la droite qui joint les points [x^ y^ z) 
et {x\ y\ -s') a la même direction que (P, Q, R). 

C. Q. F. D. 

Le principe que nous venons de démontrer est souvent 
admis comme un axiome; nous avons préféré en donner 
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une démonstration directe, cl réduire, par cela même, 
le nombre des principes fondamentaux de la Méca- 
nique. 

79. Théorème. — Une force appliquée à un corps 
solide peut être transportée en un point quelconque de 
sa direction, sans que Vètat d" équilibre ou de mouK>e^ 
ment du solide soit altéré. 

Soit, en effet, une force F (/'g'. 19) appliquée à un 
point A d'un solide; soit B un point du solide situé sur 



3 ' * > 

F' B H 



la direction FA, ou, ce qui revient au même, un point 
invariablement lié à ce solide; appliquons en B deux 
forces BF' et BH égales entre elles et à F, mais de direc- 
tions opposées, Tétat du système ne sera pas changé. Or 
les forces AF et BH se font équilibre; on peut donc les 
supprimer sans troubler Tétat du système; il ne reste plus 
alors que la force BF', qui produit, par suite, le même 
effet que AF. 

Il ne faut pas se tromper sur le sens du théorème pré- 
cédent. Nous venons simplement de prouver que l'état de 
repos ou de mouvement du système n est pas altéré par la 
translation de la force F; mais les forces intérieures se- 
ront en général modifiées par cette translation ; en sorte 
qu'au point de vue de la distribution des efforts intérieurs 
les forces F et F' ne sont pas équivalentes. 

Deux systèmes de forces appliqués au même corps sont 
dits équivalents lorsque la substitution de Tun des sys* 
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tëmes à Tautre n'altère pas l'étal de repos ou de mouve- 
ment du corps. On peut donc dire que 

Deux forces agissant dans le même sens et suiv^ant la 
même droite sur un corps solide sont équwalentes. 

80. Si nous admettons encore comme évident à priori ce prin- 
cipe, qui est une conclusion immédiate du parallélogramme des 
forces : 

Les forces se composent et se décomposent diaprés des lois géo- 
métriques qui sont indépendantes de la forme des corps auxquels 
elles sont appliquées et de leur nature, mais qui dépendent uni- 
quement des grandeurs de ces forces et de leurs positions relatives. 

Nous pourrons faire toute la statique du point matériel et des 
solides sans faire appel aux considérations de mouvement , sans 
même nous appuyer sur la définition de la force. Nous allons com- 
mencer par démontrer la règle du parallélogramme. 



II. — Démonstration nouvelle du parallélogramme 

DES FORCES. 

Lemme. — Un losange rigide ABGD [fig» 10) est en équilibre 
sous ^influence de quatre forces égales appliquées suivant DA, DC, 
BA et BC. 




£n effet, si nous admettons que la résultante de deux forces est 
indépendante de la nature du corps solide auquel ces forces sont ap- 
pliquées et ne dépend que de la grandeur et de la position de ces 
forces, la résultante des forces AB et BC sera dirigée suivant BD; 
celle des forces DA et DC sera dirigée suivant DB, et sera égale à la 
première. Ces deux résultantes se feront donc équilibre. 



1 
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Ceci posé, considérons deux forces commensurables MP et MQ 
{fiS' 21 ), appliquées à un même point matériel; construisons 



M 



Fig. 21. 

Q5 Qa Qs Q 




le parallélogramme MPNQ sur MP et MQ ; supposons les forces MQ 
et MP dans le rapport \, Soit alors 

MP, = P,P, = P,P = MQ,= Q,Q,= Q,Q3=Q3Q; 

par les points Q,, Q^, Q3 menons des parallèles Q,Ap Q,Aj, Q3A3 
à MP, et par les points Pp P, menons P^B^ P^B, parallèles à MQ; 
solidifions le parallélogramme MPNQ. Je dis que si Ton applique au 
parallélogramme deux nouvelles forces égales à NP et NQ, il sera 
en équilibre. 

Pour le démontrer, nous pouvons observer : 1° au lieu des for- 
ces MP, MQ, NP, NQ, on peut appliquer les forces MP,,P,Pj,... 
en M, P, , ... ; les forces M Q,, Q, Q„ . . . en M, Q,, ... ; les forces N B„ 
BjB, , . . . en N, B,, . . . ; enfin les forces N A3 . . . en N, A3. ... ; car ces 
forces peuvent être censées appliquées en un point quelconque de 
leur direction; prenons les forces MP, P,Pj, P^P, par exemple : en 
les supposant appliquées en M, elles donneront par définition une 
force triple, c'est-à-dire précisément MP ; a° on peut appliquer en- 
core au système les forces égales et directement opposées Q, y, et A, «„ 
Q,<7, etA,«„..., B,<73 et P//,, — 

En vertu de notre lemme, toutes les forces que l'on vient de con- 
sidérer vont se faire équilibre sur les losanges MPA3Q3, P,PA,Q,, 
P,PA,a,, puis Q.A.NQ, Q^/ï^B^Q, Qa^jB.Q. Donc les forces MP, 
MQ, NP, NQ se font équilibre; par snile, la résultante de MP et MQ 
est égale et directement opposée a celle de NQ et NP; donc elle 
passe par le point N. Ainsi : 

La résultante de deu;x forces appliquées au même point est dirigée 
suivant la diagonale du parallélogramme construit sur ces deux 
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forces. Je dis maintenant qu'elle est égale à celte diagonale. En 
effet [fig, 22), si en M et en sens inverse de MN on applique une 

Fîg. 2!I. 




force MR égale à la résultante inconnue, les forces MQ, MP, MR 
seront en équilibre : donc MP est égale et directement opposée à 
la résultante de MR et MQ, c'est-à-dire dirigée suivant la diagonale 
du parallélogramme MRSQ construit sur ces deux forces. Les 
triangles RMS, MPN sont alors égaux (RS = MQ = PN, et les 
angles sont égaux, RMS = PMN comme opposés par le sommet, 
RSM, MPN comme alternes internes) : donc MR = MN, et par suite ' 
le théorème du parallélogramme des forces se trouve démontré. 



m. — Composition des forces parallèles. 

81 . Théorème I. — Deux forces parallèles et de même 
sens appliquées à un solide ont toujours une résultante 
égale à leur somme et qui leur est parallèle; cette résul- 
tante partage la droite des points d^ application de ses 
composantes en deux segments qui sont en raison in- 
i^erse de ces composantes , 

En effet, soient AF et A'F' {Jtg» ^3) deux forces paral- 
lèles et de même sens appliquées à un solide quelconque. 
Au lieu de ces deux forces, considérons deux forces con- 
couranles en S, AP et A'P' situées dans leur plan; ces 
deux forces peuvent èire transportées en SQ et SQ' sur 
leur propre direciion sans que Tétat du système soit trou- 
blé 5 mais alors elles se composent en une seule SR, que 
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l'on obtient par la règle du parallélogramme 5 SR ren 
contre A A' en B et peut, si l'on veut, être censée appli 

Fig. 23. 




quée en B5 mais, si du point B on abaisse des perpendi- 
culaires p et p' sur SQ et SQ' respectivement, on aura, 
en vertu d'une propriété bien connue des parallélogram- 
mes (p. 25), 



(0 



SQ 



P' 

— ou 



SQ' p ^' P 

et puis 

Sr'= Sq' "I- Sq' + aSQ.SQ'cosQSQ', 
ou bien 
(2) Sr'= P' + P'^ 4- 2PP'cos(P, P'). 

Imaginons maintenant que le point S s'éloigne indéfini- 
ment, de telle sorte que P et P' viennent se confondre 
avec F et F'; soient ensuite P = F, P'^F', la formule (i) 
aura toujours lieu 5 quant à la formule (a), elle deviendra 

Sr' z=:z F^ -4- F'' -h 2FF' = (F -h F')'. 
Donc la valeur limite de SR est F -h F', et la position 
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limite de B partage A A' en deux segments tels que 



97 



L 
F' 



BA' 

bT' 



car à la limite il est facile de voir que les perpendicu- 
laires p et p' abaissées du point 6 sur F et F' sont dans 
le même rapport que BA et B A'5 de plus, SR devient pa- 
rallèle à F et F'. Le théorème est donc démontré. 

82. Théorème II. — Deux forces inégales, mais paraU 
lèles et de sens contraire y appliquées à un solide, ont 
une résultante égale à leur différence. Cette résultante 
diuise la droite qui passe par leurs points d'application^ 
en deux segments qui sont en raison inv^erse des com- 
posantes. Mais elle est située en dehors de Vinten^alle 
compris enfile les composantes ; enjin elle est de même 
sens que la plus grande des composantes. 

Nous pourrions adopter le même mode de démonstra- 
tion que tout à l'heure 5 mais nous pouvons aussi pro- 
céder comme il suit : 

Soient AF et A'F' [fig* 24) deux forces parallèles et 

Fig. 24. 




de sens Contraire ^ appliquons en A et A' deux forces AG, 
A'G' égales et de sens contraires, Tétat du système n'est 

I. 7 
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pas changé. Soient AP la résiilianle de F et G, A'P' celle 
de F' et G', ces forces ne sont pas parallèles si F et F' 
ne sont pas égales. On peut alors supposer AP et A'P' 
appliquées en leur point de concours S, suivant SQ 
et SQ', décomposons maintenant SQ en deux forces 
SH = AG, S/=AF parallèles respectivement à AG 
et AF; décomposons également SQ' en deux forces 
SH' = A'G' , S/' = A' F' parallèles respectivement à 
A'G' et à A'F' : mais alors SH et S H' se détruisent, et 
il ne reste plus que Sfel Sf parallèles à F et F', et dont 
la résultante est F' — F. On a ensuite, en désignant par B 
le point où la résultante F' — F vient rencontrer A A', 

A^B SB^ A/B _ SB 

sF'~s7' ^" sF"""f' 

On a de même 

AB _ SB 
SH^T' 

et, par suite, en divisant membre à membre et en ob- 
servant que SH = SH', 

A^B _JF 

AB ■" F'' 

C. Q. F. D. 

Remaeque I. — Les deux théorèmes précédents au- 
raient pu se démontrer analytiquement en partant des 
six équations de l'équilibre des solides (p. 85). Nous 
laissons au lecteur le soin de faire la démonstration. 

83. CoROLLAinE. — Un nombre quelconque de forces 
parallèles appliquées à un solide pourront en général 
se réduire à une seule, que Ton obtiendra en composant 
d'abord les deux premières, puis leur résultante, avec la 
troisième^ et ainsi de suite. La direction de la dernière 
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résulianle est la même que celle des forces proposées 5 
mais il est remarquable que son point d'application soit 
indépendant de la direction des composantes, et ne dé- 
pende que de leurs grandeurs relatives. En sorte que les 
composantes venant à tourner de manière à rester pa- 
rallèles en Ire elles, et en conservant des intensités propor- 
tionnelles, la résultante passe par un point fixe, que Ton 
appelle centre des forces parallèles. 

Remarque IL — La résultante est unique, c'est-à-dire 
que Ton arrive toujours au même résultat, quel que soit 
Tordre dans lequel s'efTectue la composition; il est facile 
de voir en effet que deux forces F, F' qui ne sont pas 
appliquées suivant la même droite ne peuvent pas être 
équivalentes. En effet, si F et F' étaient équivalentes, 
F ferait équilibre à une force P égale et directement op- 
posée à F', ce qui est impossible en vertu de notre prin- 
cipe fondamental (p* 91)* 

84. Remarque IIL — Dans la démonstration du théo- 
rème II, nous avons écarté le cas où les forces F et F' 
seraient égales; effectivement la démonstration ne s*ap- 
plique plus à ce cas, et si on le considère comme un cas 
limite dû cas général, on arrive à ce résultat illusoire, 
qu'il existe une résultante nulle située à Tinfini. 

Il est facile de voir que : 

85. Théorème III. — Deux forces égales parallèles 
et de sens contraire^ appliquées à un solide^ n^ont pas 
de résultante. 

Première démonstration. — Si Ton admet que la composition 
des forces soit indépendante de la forme du solide auquel ces forces 
sont appliquées, ce qui n'est pas évident , il est facile de démontrer 
le théorème précédent. En efiPet, si les forces AF et A'F (yî'g. 25) 
égales, parallèles et de sens contraire avaient une résultante R, 

7- 
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elles en auraient forcément une seconde R'; pour s'en assurer, il 
suffit de faire tourner le système AF, A'F' autour du milieu de A A' 




et dans son plan, de manière à faire coïncider F avec F', et F' avec F, 
R prend alors la position R' et serait la seconde résultante. Ceci 
n'est pas possible, car R et R' ne peuvent être équivalentes, n'étant 
pas appliquées suivant la même droite. On pourrait objecter à ce 
raisonnement que la résultante R pourrait passer par le milieu 
de A A' perpendiculairement à A A' et au plan FA A' F'; mais on peut 
admettre que, par raison de symétrie, la force résultante pourrait 
être choisie en sens inverse de R , et l'on tombe encore sur deux 
résultantes qui ne sauraient être équivalentes. 

On voit combien le raisonnement qui précède est vicieux, puis- 
qu'il est fondé sur un nouveau principe. La marche que nous avons 
suivie dans l'étude de la Mécanique nous permet de démontrer le 
théorème précédent avec la plus grande facilité et sans principe 
nouveau. En effet : 

Deuxième démonstration. — Si les forces F et F' avaient une 
résultante R, elles feraient équilibre à une force P égale et directe- 
ment opposée à R. Les forces F, F', P se faisant équilibre, la somme 
de leurs projections sur un axe quelconque devrait être nulle 
(p. 91); mais la projection de F et celle de F' ont une somme 
nulle : donc la projection de P devrait être nulle ; donc P et par 
suite R seraient nuls. Ainsi les forces F et F' n'ont pas de résultante ; 
on sait du reste qu'e.les ne peuvent pas se faire équilibre. 

L'ensemble de deux forces égales parallèles et de sens 
contraire forment ce que l'on appelle un couple» La plus 
courte distance des deux forces porte le nom de bras de 
levier du couple. 
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IV. — De l'équivalence des couples. 

86. On appelle moment d'un couple la somme des 
moments des forces de ce couple, pris par rapport à un 
axe perpendiculaire au plan du couple et passant par 
le milieu du bras de levier. 

En d'autres termes, le moment d'un couple est le pro- 
duit du bras de levier de ce couple par Tune des forces 
du couple. 

87. Théorème I. — Leffet d'^un couple ne change 
pas lorsquon le transporte parallèlement à hn-méme. 

En effet, transportons le couple AFA'F' (fg^ 26), 

Fig. a6. 
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parallèlement à lui-même, en BGB'G'-, on B et en B' 
appliquons deux forces BH et B'H' égalas respectivement 
à BG etB'G', mais de sens contraire, les couples BGB'G' 
et BHB'H' se font équilibre, en sorte que leur intro- 
duction ne modifie pas l'état du système auquel AFA'F' 
est appliqué. Or les forces AF et IVH' se composent 
en une force unique égale à 2AF et appliquée au milieu 
de AB' (p. 96), c'est-à-dire au centre O du parallélo- 
gramme ABA'B'^ de même A'F'et BH se composent en 
une force unique égale aussi à aAF et appliquée en O, 
Mais cette résultante aAF est de sens contraire à celle 
que nous avons trouvée tout à l'heure. Donc les forces AF, 
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A'F', BH, B'H' se déiraîsent mutuellement; il ne reste 
plus alors que les forces BG, B'G', équivalentes par con- 
séquent à AF et à A'F'. c. q. f, d. 

88. Théorème II. — L^ effet d^nn couple nest pas 
changé quand on le transporte d^une manière queU 
conque dans son plan ou dans un plan parallèle. 

Pour démontrer ce théorème, nous allons d'abord 
considérer le couple AFA'F' (^g. 27), nous le ferons 

Fig. 27. 
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tourner autour du milieu de son bras de levier, de ma- 
nière à l'amener dans la position BGB'G', sans toutefois 
lui faire quitter son plan primitif. Si nous appliquons 
en B et en B'deux forces BH et B'H' égales à BG et B'G', 
mais de sens contraire, l'introduction des forces BG, 
B'G', BH, B'H' ne modifiera pas l'effet du couple AF 
A'F'. Or AF et BH peuvent se composer en une force 
unique parla règle du parallélogramme: de même B'H' 
et A'F' se composeront en une force unique; les deux 
résultantes auxquelles on parvient ainsi sont évidem- 
ment de sens contraire et passent toutes deux par le 
point O : elles se détruisent donc; il ne reste plus alors 
que le couple BGB'G' équivalent par suite à AK A'F'. 

Mais TetTet du couple BGB'G' ne sera pas altéré si on 
le transporte parallèlement à lui-même. Ceci revient à 
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dire que l'effet de AF A'F' n'est pas modifié quand on fait 
tourner ce couple et qu'on le transporte ensuite parallè- 
lement à lui-même, ou bien encore : l'effet d'un couple 
n'est pas changé quand on le transporte d'une manière 
quelconque dans son plan ou dans un plan parallèle. 

89. Théorème III. — Deux couples dont les plans 
sont parallèles et dont les moments sont égaux for- 
ment deux systèmes de forces équwalentes. 

En effet, on peut supposer que les deux couples aient 
leurs forces parallèles, leurs bras de levier en ligne droite 
et un point d'application commun A {Jîg* 28); car on 
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Fig. 38. 
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peut toujours déplacer l'un des couples, de manière à lui 
faire occuper, par rapport à l'autre, la position dont 
nous venons de parler, sans que son effet soit changé. 
Soient alors AF A'F' et BG A 'G' les deux couples en ques- 
tion-, appliquons en B et en A' deux forces BH et A'H' 
égales et directement opposées à BG et à A'G', l'effet du 
couple BGA'G' sera détruit, en sorte que le système 
AFA'F' est équivalent au système BGA'G', BH A'H', 
AFAT'. 

Mais les forces A' H' et AF se composent en une seule 
égale à leur somme S, appliquée en un point O tel que 
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Mais BH et A' F' se composent en une seule force ap- 
pliquée en O' égale à leur somme S et telle que 

, , O'B A'F' O'A' BH 

Des formules (i) et (2), on tire 

(3) OA' = |aF.AA', 0'A'=iBA'.BH^ 

mais, par hypothèse, les couples AF A'F' et BH A' H' ont 
des moments égaux ; donc 

AF.AA'=:BA'.BH. 

Donc les formules (3) donnent OA' = 0'A'', par suite 
les points O et O' coïncident, et les deux forces appli- 
quées en O', toutes deux égales à S et de sens contraire, 
se détruisent; le système de forces considéré se réduit 
donc à BGA'G', ce qui prouve Téqui valence des couples 
AFAT' et BGAG'. c. q. f. d. 



V. — Composition des couples. 

90. D'après ce qui précède, l'efTet d'un couple ne dé- 
pend absolument que de son plan et de son moment. De 
là une manière de comprendre sous une même représen- 
tation géométrique tous les couples capables de produire 
le même effet. 

Nous représenterons, avec Poinsot, un couple par une 
droite perpendiculaire à son plan et dont la longueur sera 
égale à son moment; nous donnerons enfin à cette droite 
un sens (qui déterminera le sens des forces du couple). 
Ce sens devra être tel, qu'un observateur ayant sa tête à 
l'extrémité de la droite et ses pieds à l'origine voie le 
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bras do levier du couple tourner dans le sens direct (celui 
des aiguilles d^une montre ordinairement) lorsqu^on fixe 
le milieu de ce bras. 

La droite qui représente un couple porte aussi le nom 
^axe du couple, 

91 . Théorème I. — Deux couples dont les axes sont 
parallèles se composent en un seul, dont Vaxe est la 
somme algébrique des axes des couples composants , 

En effet, si deux couples ont des axes parallèles, ils 
peuvent être considérés comme situés dans le même plan ; 
on peut même leur donner le même bras de levier, mais 
alors les forces de ces couples s'ajoutent algébriquement, 
comme leurs moments. Le théorème est donc démontré. 

92. Théorème II. — Deux couples appliqués à un 
même solide se composent en un seul^ dont Vaxe est la 
résultante des axes des couples composants. 

Soit A A' [Jig. 29) l'intersection des plans des couples. 
On peut donner à ces couples le même bras de levier A A' 

Fig. 29. 




et même prendre ce bras de levier égal à l'unité; dans 
ce cas, les axes des couples seront représentés par des 
droites égales à leurs forces respectives. Soient AFA'F' 
et AGA'G'les couples en question. En composant les 
forces AF, AG d'une part et A'F', A'G' de l'autre, on 
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obtient un couple AH A' H'. Si nous faisons tourner la 
figure AFHG de 90 degrés dans son plan, les droites AF, 
AG, AH deviendront respectivement les axes des couples 
composants et résultants^ mais AH ne cessera pas d'être 
la diagonale du parallélogramme FHGA. Le théorème est 
donc démontré. 

93. Théorème HI. — Un nombre quelconque de cou- 
ples se compose toujours en un seul, dont Vaxe est la 
résultante des axes des couples composants. 

Réciproquement, si Ton se donne un couple quelcon- 
que, on pourra le décomposer en plusieurs autres, et cela 
d'une infinité de manières. 

94. Soient un couple quelconque ; X, jix, v les angles que 
fait son axe avec trois axes coordonnés rectangulaires : 
nous désignerons son moment par G. Soient X, Y, Z 
et — X, — Y, — Z les projections des forces qui consti- 
tuent ce couple*, x^ y^ z et x\ y* ^ z* les coordonnées de 
de leurs points d'application. La somme des moments 
des forces du couple par rapport à Taxe des x sera 

Zr — Y3 — Zj' + Ys', 
ou bien 

Z{y—r')-X{z-z'). 

D'autre part, on a 

(i) G = v^X^ -f- Y^ -f- T? sl{x — or')' -f- ( j - j' )^ 4- (îJ — «'?• 

Mais, si l'on désigne par a, j3, y les angles que le bras de 
levier fait avec les axes et par/?, </, ries angles que la 
force (X, Y, Z) du couple fait avec les axes, on aura, d'après 
une formule connue de Géométrie analytique (p. 37), 

(2) cos^ = cosrcosp — cos^ COS7, 
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et, par suite, en multipliant (i) et (a) membre à membre, 
(3) GcosX = Z (7 -7') - Y(2 - z'). 

Pour que celte formule soit exacte, il faut que les direc- 
tions (a, jS, y), (/?, ^, r) et (X, /z, v) puissent coïncider 
avec les directions des axes par une rotation convenable- 
ment effectuée. Or c'est ce qui a précisément lieu, car, 
si l'on fait coïncider G avec Taxe des x et le bras de levier 
avec Taxe des^, de telle sorte que le milieu tombe à l'ori- 
gine et que^ soit positif, la direction de la force posi- 
tive Z sera celle de l'axe des z, 

La formule (3) est l'expression analytique du théorème 
suivant : 

95. Théorème IV. — La somme des m.oments des 
forces d*un couple pris par rapport à une droite quel^ 
conque est égale à la projection de Vaxe du couple sur 
cette droite. 



VI. — Composition générale des forges. 

96. Théorème I. — Un nombre quelconque de forces 
appliquées à un corps solide peut toujours se réduire 
d^une infinité de manières à une force unique et à un 
couple, 

Fig. 3o. 




En effet, soient O {fg* 3o) un point pris arbitrairement 
et invariablement lié au solide, F une force quelconque 
appliquée au solide par le point O*, on peut faire passer 
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deux forces P, P' égales et parallèles à F, maïs directe- 
ment opposées Tune à Taulre. La force F peut donc être 
remplacée par un couple P', F et par une force OP égale 
à F et appliquée en O. En opérant de même sur chacune 
des forces du système, on obtiendra facilement un certain 
nombre de couples et un certain nombre de forces toutes 
appliquées en G. Les couples se composeront en un seul, 
et les forces en une seule appliquée en O. Comme le 
point O est arbitraire, il y aura une infinité de manières 
d'opérer la décomposition. 

Remarque. — De quelque manière que l'on pro- 
cède, la force unique à laquelle on arrive est la résultante 
de toutes les forces du système transportées en O; sa 
direction est donc déterminée. Nous allons maintenant 
prouver que Ton peut choisir le point O, de telle sorte 
que l'axe du couple résultant lui soit parallèle (*). 

En eifet, décomposons ce couple en deux autres, l'un 
normal, l'autre parallèle à la résultante. Le couple normal 
peut être placé de telle sorte que ses forces soient paral- 
lèles à la résultante 5 mais alors ses forces se composeront 
avec la résultante pour donner lieu à une force unique 
parallèle à l'autre couple. 

II est facile de voir que cette décomposition en une force 
et en un couple parallèle à la force ne peut être effectuée 
que d'une seule manière. En effet, si l'on transporte la 
résultante parallèlement à elle-même (nous avons vu que 
sa direction est déterminée), il faudra joindre au système 
un couple normal qui, se composant avec le couple pa- 
rallèle, changera forcément la direction du couple résul- 
tant. Donc : 



{*) Dorénavant, quand nous parlerons delà direction, delà grandeur, 
de ta projection des composantes d'un couple, il faudra sous-entendre 
qu'il s'agit, non du couple lui-même, mais de son axe. 
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97. Théorème II. — Un système quelconque de forces 
peut toujours se ramener à une force unique et à un cou- 
ple parallèle à cette force, 

La force unique que Ton obtient dans ce cas porte le 
nom de résultante de translation ; sa direction est l'axe 
central du système de forces ^ le couple unique auquel 
on arrive est ce qu on appelle le couple minimum. Et, en 
effet, nous avons vu tout à Theure que le couple obtenu 
dans le cas général est la résultante du couple dit mi/ii- 
mum et d'un couple normal. 

Le couple minimum a pour expression Gcosi, G désî- 
.gnant le couple résultant correspondant à un point O 
quelconque et i désignant Tangle que fait le couple résul- 
tant avec la résultante de translation. 

98. Théorème III. — Un système quelconque de 
forces appliquées à un solide peut toujours se ramener 

à deux forces uniques passant par deux points^ dont 
Vun peut être choisi à volonté. 

En effet, nous avons vu que le système des forces don- 
nées pouvait se ramener à une force R passant par un 
point donné O et à un couple. Or on peut transporter le 
couple parallèlement à lui-même jusqu'à ce que Tune de 
ses forces F passe par le point O. Les forces R et F se 
composeront alors en une seule, passant par le point 
donné O, et il restera l'autre force du couple. 



VI. — Équations générales de l'éqijilibre et déter- 
mination analytique de la résultante d'un système 

DE FORCES et DU COUPLE RÉSULTANT. 

99. Considérons un système de forces appliquées à un 
solide. Soient X, Y, Z les composantes d'une force quel- 
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conque du système estimées suivant trois axes de coordon- 
nées rectangulaires -, on peut transporter la force (X, Y, Z) 
à l'origine des coordonnées à la condition d'adjoindre au 
système un couple dont les forces se composeront de la 
force (X, Y, Z) et d'une force égale, mais de sens contraire, 
appliquée à Torigine. Soient L, M, N les composantes de 
ce couple. 

La résultante de toutes les forces transportées à l'ori- 
gine aura pour projections sur ces axes coordonnés SX, 
2 Y, SZ*, si l'on désigne ces projections par P, Q, R, on 
aura donc 

(i) P = 2X, Q — 2Y, K = 1Z. 

Le couple résultant aura pour composantes SL, S M, 
SN', en sorte que, si l'on désigne ces composantes par U, 
Vj'W, on aura 

(2) V = 1L, V = 2M, W=r2N. 

Or, d'après le théorème IV du paragraphe V (p. 107), 
L désigne la somme des moments des forces du couple 
(L, M, N) pris par rapport à Taxe des x\ or l'une de ces 
forces est précisément la force (X, Y, Z) ^ l'autre passe par 
l'origine, son moment est nul ; donc L représente, si l'on 
veut, le moment de la force (X, Y, Z) pris par rapport à 
l'axe des x. On peut donc, en vertu des équations (i) 
et (2), énoncer le théorème suivant : 

100. Théorème L — 1** La projection de la résultante 
d'un système de forces relative il un point O sur un axe 
quelconque est égale à la somme des projections de toutes 
les forces du système sur cet axe; a^ la projection du 
couple résultant sur un axe quelconque qui passe par le 
point O est égale à la somme des moments des forces du 
système pris par rapport à cet axe. 
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Pour qu'il y ait équilibre, il faut et il suffit que la ré- 
sultanle des forces qui agissent sur le système soit nulle 
et que le couple résultant soit nul •, car une force ne peut 
jamais faire équilibre à un couple. Les équations de 
réquilibre sont donc 

P = o, Q = o, R = o, 

U=o, Vi^o, W=:o; 
ou bien 

2X=:0, 2Y=r0, 2Z=r0, 

2L=:o, 2M = o, 2N = o. 

Nous retrouvons ainsi, par une autre voie, les six équa- 
tions de l'équilibre des corps solides. 

101. Problème I. — Calculer la résultante de trans- 
lation et le couple minimum d^un système de forces. 

Conservons toujours les mêmes notations^ mais, au 
lieu de transporter les forces XJ Y, Z à Torigine des coor- 
données, transportons-les au point dont les coordonnées 
sont û, i, c. Les projections P, Q, R de la résultante se- 
ront encore 2X, 2Y, 2Z, et l'on aura toujours 

(i) P = 2X, <3 = 2Y, R=:2Z. 

Pour calculer les composantes du couple résultant, 
transportons l'origine des coordonnées au point (a, i, c). 
Soient x^^ jiy z^ les coordonnées du point d'application 
de la force (X, Y. Z) prises par rapport aux nouveaux 
axes; ^, j", z ses anciennes coordonnées. On aura, en dé- 
signant toujours par U, V, W les projections du couple 
résultant, . 

ou bien, en observant que Xi = a: — «? JTi =JK" — ^j 
Zi = z — c, 
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OU bien, en désignant par L, M, N les momenls de la 
.force (X, Y, Z) pris par rapport aux anciens axes, 

U = 2L — 2(Zè— Yc), V=..., W=:..., 

c'est-à-dire, en vertu des formules (i), 

r U =:2L -^.(ôR— Qc), 
(2) I V =2M-^ (cP —Ra), 

( W=2N— («Q— P^). 

La valeur du couple minimum est Gcos/, G désignant 
le couple résultant relatif à un point quelconque (a, £, c) 
et i l'angle qu'il fait avec la résultante de translation. Or 
on a, en désignant par S la résultante de translation, 

U P V Q W R 

cos; = — — -hTr-^-^-^TTr^ 



G S ' G S G S 

et, par suite, 

UP-hVQ-f-WR 

G ces/ = • 

En remplaçant, dans cette formule, U, V, W par leurs 
valeurs tirées des formules (2), on a 

P2L + Q2M-t-R2N 

GcOS/=: > 

ou, si l'on veut, 

2X2L-4-2Y2M-h2Z2N 
Gcos< = 



Si dans (2) on remplace U, V, W par les projections du 
couple minimum, les valeurs de a, ft, c que Ton en dé- 
duira feront connaître le point d'application de la résul- 
tante de translation. Ces équations devront se réduire à 
deux, qui seront celles de l'axe central. Effectivement on 
a l'équation de condition 

PU -4- QV -4- RW = P2L -f- Q2M -h R2N. 
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102. Problème II. — Touy^erles conditions pour qu'un 
sjrstème de forces se réduise ', i^ à une force unique^ 
a° à un couple. 

Si l'on veut que le système de forces se réduise à une 
force unique, il faut exprimer que le couple résultant est 
nul, c'est-à-dire poser U = o, V=:05 W = o dans les 
formules (2), ce qui donne 

2M = cP— aR, 
2N =:«Q— ^»P. 

Ces équations fournissent la relation suivante : 

(B) P2L-f-Q2M-f-R2N=:o 

lorsqu'on les ajoute après les avoir respectivement mul- 
tipliées par P, Q, R. Si cette dernière relation est sa- 
tisfaite, on trouvera une infinité de valeurs de a, £, c 
capables de satisfaire aux formules (A). Par suite, la rela- 
tion (B) est la condition cherchée, les équations (A) se- 
ront les équations de la résultante, et a, £, c seront les 
coordonnées courantes. 

Si Ton désire que le système se réduise à un couple, il 
faudra poser P = o, Q =0 , R = o, c'est-à-dire expri- 
mer que la somme des projections de toutes les forces est 
nulle pour un axe quelconque. 

Lorsqu'un système de forces se réduit à une force résul- 
tante unique, une force égale et directement opposée à 
cette résultante tient le système en équilibre. Si l'on ob- 
serve alors que le moment et la projection d'une force 
par rapport à un axe quelconque changent de signe quand 
cette force change de sens, on pourra énoncer le théorème 
suivant : 

103. Théorème. — Lorsquun système de forces a 
I. 8 
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une résultante unique^ la projection ou le moment de 
de cette résultante par rapport à un axe quelconque 
est la somme des projections ou des moments de ses 
composantes. 
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VIII. — Etude de divers cas dans lesquels les six 

ÉQUATIONS de l'ÉQUILIBRE DES SOLIDES PEUVENT SE 
RÉDUIRE A UN NOMBRE MOINDRE. 

Nous avons vu que les six équations de l'équilibre 
étaient nécessaires et suffisantes; mais il peut arriver 
que l'une ou même plusieurs d'entre elles soient identi- 
quement satisfaites, d'après la nature du problème que 
l'on' se propose de résoudre. Si, par exemple, toutes les 
forces passaient par l'origine des coordonnées, les équa- 
tions des moments seraient satisfaites d'elles-mêmes. 

104. Premier cas. — Toutes les forces sont dans un 
même plan, — Si toutes les forces sont comprises dans 
un même plan, en prenant ce plan pour plan des x/, les 
équations de l'équilibre se réduisent à trois. En effet, 
soient, comme plus haut, P la somme des projections des 
forces du système sur l'axe des a:, Q la somme des pro- 
jections sur Taxe des^, etR la somme des projections sur 
l'axe des z des mêmes forces ; U, V, W les sommes des 
moments des forces pris par rapport à l'axe des x^ des y 
et des z respectivement. 

Si toutes les forces sont situées dans le plan des xy^ 
réqualîon R = o sera satisfaite d'elle-même, ainsi que 
U = o, V = o; les équations nécessaires et suffisantes 
pour l'équilibre se réduiront donc à trois : 

P=ro, Q = o, W = o. 
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105. Deuxième cas. — Les forces sont parallèles à 
un même plan, — En prenant ce plan pour plan des xy^ 
l'équation R = o sera satisfaite d'elle-même, et alor»- 
les équations de l'équilibre se réduisent à 

P = o, Q=:o, U = o, V=o, Wi=o. 

106. Troisième cas. — Les forces sont parallèles à 

une même droite (ou perpendiculaires à un même plan), 

— Ce cas est remarquable, parce qu'il se rencontre dans 

Tétude de la pesanteur. En prenant la droite pour axe 

des x^ les équations Q = o, R = o, U = o sont satisfaites 

d'elles-mêmes. Les équations de l'équilibre se réduisent 

alors à 

P = o, V = o, Yf—o. 

La condition P = o exprime que les forces ont une 
résultante nulle; V = o, W= o expriment que ces forces 
ne se réduisent pas à un couple ; car si les forces se rédui- 
saient à un couple, l'axe de ce couple serait perpendicu- 
laire à l'axe des x^ et il suffit alors d'exprimer que les 
projections ¥ = 0, W = o sur l'axe des y et sur l'axe 
des z sont nulles. 

107. Quatrième cas. — Il existe un point fixe dans 
le système. — Si Ton veut, on peut faire abstraction de 
la fixité du point en question; mais alors on devra rem- 
placer cette condition de fixité, qui constitue une liaison, 
par une force appliquée au point fixe, et que l'on appelle 
la réaction du point fixe. Faisons passer les trois axes 
de coordonnées par le point fixe, et désignons par X, 
Y, Z les composantes de la réaction de ce point; nous de- 
vrons introduire les quantités X, Y, Z dans les équations 
de l'équilibre, qui deviendront 

P4-X=:o, Qh-Y=o, R-hZ=:o, 

U=:0, V=:0, Wz=0; 

8. 
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les trois premières font connaître X, Y, Z, les trois der- 
nières sont seules les équations de l'équilibre. On aurait 
pu arriver immédiatement à cette conclusion, en obser- 
vant que les seuls déplacements compatibles avec les 
liaisons se réduisent à des rotations eilectuées autour 
d'un axe passant par le point fixe, rotations qui se ra- 
mènent, comme on le sait, à trois ; le théorème du travail 
virtuel fournissait alors immédiatement les formules 
U = o,V=o,W=o(p. 79). 

On peut encore traiter la question d'une autre ma- 
nière, réduire toutes les forces à une force unique pas- 
sant parle point fixe et à un couple. La force unique est 
détruite par la résistance du point fixe, elle est donc 
égale et directement opposée à cette résistance 5 quant au 
couple, il faut et il suffit qu'il se réduise à zéro pour que 
l'équilibre soit assuré, ce que l'on exprime en écrivant 

U = o, V=o, W=o. 

108. Cinquième cas. — // existe un axe fixe dans le 
corps, — En prenant cet axe pour axe des or, on pourra 
ramener le système des forces à une force unique passant 
par l'origine et à trois couples situés dans les plans coor- 
donnés 5 la force unique sera détruite par la fixité de 
l'axe, les couples situés dans les plans des xz et des xy 
sont également détruits par la fixité de l'axe; pour qu'il 
y ait équilibre, il faut et il suffit que le couple situé dans 
le plan Aes jz soit nul, ou que l'on ait 

U = o; 

ce sera la seule équation d'équilibre. Si le corps pouvait 
glisser le long de l'axe, il faudrait encore exprimer que 
la composante P qui sollicite le corps le long de l'axe est 
nuUe^ et l'on aurait en outre 

P==o. 
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On peut aussi traiter cette question en introduisant 
ce que Ton appelle les réactions de l'axe; en effet, la 
fixité de l'axe sera assurée si l'on fixe deux de ses points 
pris à volonté. Soient X, Y, Z et X', Y', Z' les compo- 
santes des réactions de ces points, xetXi leurs abscisses. 
Les équations de l'équilibre deviennent 

PH-XH-X'=o, Q4-Y-hY'=o, R-hZ + Z'=o, 
U = o, V— Z.r— Z'ar'=o, W-4-Y^-hYV=o; 

la seule condition d'équilibre estU = o, les cinq autres 
équations font connaître X •+- X', Y, Y', Z et Z'. 

Les équations précédentes ne permettent pas de cal- 
culer X et X', et si au lieu de fixer deux points de l'axe 
on en avait fixé trois, on aurait encore eu cinq équa- 
tions seulement pour déterminer les neuf composantes 
des réactions des points fixés. Les réactions des appuis 
sont-elles réellement indéterminées? 

On peut répondre affirmativement à cette question en 
faisant observer qu'il y a une infinité de manières de 
choisir X et X', de manière à satisfaire aux équations de 
l'équilibre; Findétermination tient à ce que la réaction 
des points fixes dépend de la distribution des forces à l'in- 
térieur du corps. On peut transporter une force en un 
point quelconque de sa direction, sans altérer les condi- 
tions d'équilibre 5 mais on altère ainsi les forces inté- 
rieures dont les réactions des appuis vont dépendre. 
Ainsi, pour déterminer les quantités X, X', il faudrait 
connaître le mode de distribution des forces intérieures; 
or les corps solides, avons-nous dit, n'existent pas, sont 
des êtres de raison. L'expérience seule peut nous faire 
connaître la distribution et la valeur des forces inté- 
rieures dans un corps ; X et X' doivent donc rester indé- 
terminés. 

Lorsque Ton considère un solide naturel, c'est-à-dire 
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un corps élastique, on peut le supposeï: rigidifiéj si nous 
pouvons nous exprimer ainsi et lui appliquer les six 
équations de l'équilibre (p, 111)5 mais le solide naturel 
différant du solide ngide de la Mécanique rationnelle, 
d^autres conditions seront nécessaires pour assurer son 
équilibre : ces conditions permettront alors de calculer X 
et X'. 

109. Sixième cas. — Le corps possède un nombre 
déterminé de points dans un plan fixe, — Prenons 
le plan fixe pour plan des xj^ si le corps n'a qu'un 
seul point dans le plan 5 on peut prendre ce point pour 
origine. Eu désignant par Z la réaction normale du plan^ 
on aura 

P + Z = o, Q = o, R=io, 
U=ro, Vr=o, W = o. 

La première équation fait connaître Z, les cinq autres 
sont celles de l'équilibre. Si Ton avait deux points du 
corps dans le plan, les équations générales de l'équilibre 
seraient, en désignant par Z et Z' les réactions de ces 
points, par x^ y et x', y' les coordonnées des points en . 
contact avec le plan, 

P-4-Zh-Z'=o, Q==o, R = o, 
UH-Zjr-4-Z'j' = o, V— Zx — Z'y = o, W=o. 

On peut, si Ton veut, prendre y = o, j^' = o, x' = o, et 
alors les équations d'équilibre se réduisent à quatre 

R = o, Q = o, U = o, W=o, 

et les deux autres équations font connaître Z et Z'. Si le 
corps avait trois points dans le plan fixe, on aurait tou- 
jours pour conditions de l'équilibre Q = o, R = o> 
W=o; les trois équations restantes serviraient à cal- 
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culer les réactions Z, Z\ Z'' du plan fixe. Mais si le corps 
avait plus de trois points assujettis à rester sur le plan 
fixe, on n'aurait plus que trois équations pour déter- 
miner quatre réactions. Nous tomberions dans une indé- 
termination analogue à celle que nous avons rencontrée 
dans l'élude du cas précédent, et qui s'expliquerait de la 
même façon. 

Remarque. — Tous les raisonnements que nous ve- 
nons de faire reposent sur une hypothèse ^ c'est que les 
réactions que nous venons de considérer ne dévelop- 
pent pas de frottements. 
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CHAPITRE IV. 

CENTRES DE GRAVITÉ. 



I. — Détermination du centre des forces paballèles. 

HO. Nous avons vu plus haut (p. 99) que la résul- 
tante d'un système de forces parallèles passait par un 
point fixe indépendant de la direction de ces forces , et 
que l'on appelle centre des forces parallèles. Voici com- 
ment on peut déterminer ce centre. 

Soient F une force quelconque du système, R la résul- 
tante, a, j3, y les angles que font F et R avec trois axes 
rectangulaires \ écrivons que le moment de R par rapport 
à chaque axe est égal à la somme des moments de ses 
composantes, nous aurons, en désignant par Ç^ yî, Ç les 
coordonnées du point d'application de R et par x, j^ z 
les coordonnées du point d'application de F, 

R (>ïC0S7 — Çcosp) =2 F (7COS7 — 3C0sp), 
R(Çcosa — Ç COS7) =z 2F (zcosa — jtcosy), 
R(Çcosp — yjcosa) =:2E(j:cosp — jcosa). 

Ces trois équations se réduisent à deux, qui représentent 
le lieu des points d'application de R, c'est-à-dire les équa- 
tions mêmes de R. En effet, on peut les écrire ainsi 

CCS a cosp COS7 
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et Ton voit que la résultante passe par le point dont les 
coordonnées sont 

R-i -^ 2F ' 
2F 






^=kl"=W 



Le point (^, y), Ç) est, comme Ton voit, indépendant de la 
direction des forces F 5 il ne dépend que de leurs points 
d'application et de leurs grandeurs relatives. Ce point 
est précisément le centre des forces parallèles du système. 

m. On appelle moment d'une force par rapport à 
un plan le produit de cette force par la distance, du point 
d'application au plan. F a: représente le moment de la 
force F par rapport au plan des yz 5 R ^ désigne le mo- 
ment de la force R par rapport au même plan, et, comme 
Ton déduit des formules précédentes, 

on voit que Ton peut énoncer le théorème suivant : 

Théorème. — Le moment de la résultante d*un sjrS' 
tème de forces parallèles par rapport à un plan est égal 
à la somme des moments de ses composantes, la résul- 
tante étant censée appliquée au centre des forces, 

U. DéFIDriTION DU CENTRE DE GRAVITÉ d'uW CORPS. 

H2. La pesanteur est la cause qui met en mouve- 
ment les corps qui tombent à la surface de la terre. Nous 
admettrons , pour expliquer les elfets de la pesanteur, 
que tous les corps soient composés de particules très- 
petites ou atomes^ chacun de ces, atomes renfermera un 



L 
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point matériel auquel se trouve appliquée une force que. 
Ton appelle le poids de cet atome; la direction de la force 
qui sollicite chaque atome est constante, on lui donne le 
nom de verticale, . 

Le centre de gravité d'un corps est le centre des forces 
parallèles ou poids qui sollicitent les atomes qui le com- 
posent, ce corps étant censé solidifié. Si l'on désigne par m 
la masse du point matériel auquel le poids d'un atome 
quelconque est appliqué, m. pourra s'appeler la niasse 
de l'atome. La masse d'un corps quelconque est la 
somme des masses des atomes qui le composent*, son 
poids est la somme des poids de ses atomes. 

Ceci posé, désignons par m la masse, et par mg le poids 
d'un atome pris à Pintérieur d'un corps de masse M ; g' est 
un nombre que nous supposerons le même pour tous les 
atomes; désignons par x^ y^ z les coordonnées de l'a- 
tome m, et par ^, yj, Ç les coordonnées du centre de gra- 
vité du corps M. Les formules établies au paragraphe pré- 
cédent, pour trouver le centre d'un système de forces 
parallèles, donneront 



_ 2mgx 

mg 



ou bien 



2/71 



X 



M 



ou MÇ = 2/wj:, 



(0 {n = -^ Mvi = lmy, 

M 

Voici maintenant comment on pourra, avec une exac- 
titude suffisante pour nos besoins , déterminer le centre 
de gravité d'un corps naturel. 

La densité d'un corps en un point déterminé est le 
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rapport de la masse d^un très-petit volume de ce corps à 
ce volume, pris dans le voisinage du point considéré. 
Quoique le volume en question soit très-petit, il contient 
cependant un nombre immense d'atomes, en sorte que 
ses dimensions variant du simple au double par exemple, 
la densité ne varie pas sensiblement. 

113. Si Ton considère alors un corps quelconque, si 
l'on désigne par p la densité en un point dont les coor- 
données prises par rapport à trois axes rectangulaires 
soient x^y^ z, la somme des masses des atomes contenus 
dans l'élément de volume dxdydz sera sensiblement 
pdxdydz\ si dx^ dy^ dz sont sufGsamment petits, la 
somme des produits des masses de ces atomes par leurs x 
sera sensiblement px/ijr^t^^z. 

Il résulte de là que Ton a sensiblement 

^mxz= J J J ^xdxdydzy * 

2/w = M z=jfj^ dxdy ds; 

et, par suite, les formules ( i) donnent 

fff?^^^dydz 



1 = 



SJJ?'^^djrdz 



_ f£fjXdxdydz 
fSI?dxdjrdz ^ 

fffp^d^dxdz 



K = 



fffpdxdjrdz 



Lorsque p est constant pour tous les points d'un même 
corps, ce qui a lieu dans les corps dits homogènes^ p dis- 
parait, et alors les formules précédentes deviennent 

JSfdxdydx u 
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du désignant l'élément de volume du corps, et u son vo- 
lume entier. 

Par analogie, les géomètres ont appelé centre de gra^ 
wVéd'un volume u un point (Ç, y), Ç) dont les coordonnées 
sont déterminées par les formules 

^.xdu "Lydu ^zdu 

u u u 

du désignant l'élénient différentiel de ce volume, et x^ /, z 
ses coordonnées. Ils ont aussi appelé centre de grai^ité 
dUine surf ace tù le point dont les coordonnées sont don- 
nées par les formules 

^a:d(ù ^ y da izd<a 

&> Cl) Oi) 

ou bien 



\^fh/^^E^ 



ff\/{i)'*{%) 



I dxdy 



x^y Z désignant les coordonnées de Télément dfù. 

Le centre de gravité d'une ligne / est un point |, n, Ç 
donné par les formules 

^xdl l^rdl ^ 2zdl 

i=-p-. ^ = -7-' ^=-r' 

ou bien 

/ X sjda^ H- dy^-\- dz" 

Ç = \ , , , ? • • • ' 

j SI dx" '^- dy^ -\- dz^ 

x^ J, z désignant les coordonnées de l'élément dL 

11 reste à faire voir que la position du centre de gra- 
vité d'un solide géométrique est indépendante du choix 
des axes. 
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Cette proposition est presque évidente, mais enfin il 
ne faut pas oublier que les raisonnemeuts qui nous y con- 
duisent sont fondés sur des hypothèses que nous n'avons 
même pas encore justifiées par l'expérience, et que les 
vérités mathématiques doivent être établies avec la plus 
scrupuleuse rigueur. 

114. Reprenons les formules 

5=^2^'^"' "=^2-''''"' '^=^2"'«' 

dans lesquelles $, ti, (^ représentent les coordonnées du 
centre de gravité du corps u (volume, surface ou ligne), 
et Xy jr, z les coordonnées de l'élément du. 

Transformons les coordonnées à l'aide des formules 
connues 



u conserve la même valeur du également. On a donc 

— \^ xfiu = — I ^ Xq du -I- ^ axi du -{-. • • 1 9 

c'est-à-dire 

- \^ xdu = -\ x^ ^ du-i- a V* Xydu -{- b ^j^' ^^ 

Si donc on désigne par |', n', Ç' les coordonnés du nouveau 
centre de gravité, on peut écrire la formule précédente 

on aurait également 
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Or, en appelant Çi, >?,, Çi les coordonnées de Pancien 
centre de gravité dans le nouveau système d^axes, on a 

Ç = jroH- «Çi -I- ^>5i -r cÇ, , 

Il résulte de là que Ç' = f j, yj' = yji, Ç' = ^i 5 donc, enfin, 
le centre de gravité est un point fixe qui ne dépend pas 
de la position des axes des coordonnées. c. q. F. d. 

On peut démontrer cette proposition d'une autre ma- 
nière, qui aura l'avantage de donner une définition géo- 
métrique du centre de gravité. 

115. On appelle moment dHneitie polaire d'un corps 
par rapport à un point la somme des produits des masses 
des atomes de ce corps par les carrés de leurs distances 
au point en question. 

Ainsi, m désignant la masse d'un atome et r sa dis- 
tance au point O, 2y«r* sera le moment d'inertie polaire 
du corps par rapport au point O. 

Le mom^ent d'inertie polaire d'un corps géométrique 
(volume, surface ou ligne) par rapport à un point O, 
sera la limite vers laquelle tend la somme Sr^d^w, 
dans laquelle r désigne la distance de l 'élément du au 
point O. 

116. Théorème. — Le centre de granité dun corps 
est le point pour lequel le moment d^ inertie polaire est 
un minimum. 

En effet, désignant par ^, yj, ^ les coordonnées du 
point pour lequel le moment d'inertie polaire doit être 
minimum, par x,^, z les coordonnées d'un point quel- 
conque du corps, et par m la masse concentrée au point 
x,^, z, si le corps est un corps naturel, ou bien l'élément 
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de volume, de surface ou de ligne correspondant aux coor- 
données x^j^ z si le corps est géométrique, la quantité 
à rendre minima* est 

en égalant à zéro les dérivées de cette expression prises 
par rapport à \^ yj, ^, on trouve 

d'où Ton lire 

imx 2/wj^" 2wz 

? = "v ' n=^'^ » Ç rrr -^^ 

2itn Zm Zm 

Il y a donc un point unique qui répond au minimum, 
et ce point coïncide bien avec le centre de gravité tel qu'il 
a été défini plus haut. 

m. — Théorèmes facilitant la recherche du CE^TRE 

DE GRAVITÉ. 

117. Théorème I. — Le centre de grav^ité d'une 
ligne droite est évidemment au milieu de cette droite^ 
ety en général, lorsqii une figure homogène a un centre 
de sjmétiiey ce centre de symétne est le centre de gra^ 
i^ité de lajigure. 

Pour s'en convaincre, il suffit de prendre le centre de 
figure pour origine, et il est facile de voir que les quan- 
tités ^mXy Xmy^ ^mz^ dont il a été question dans le 
paragraphe précédent, sont nulles; car à un point dont 
les coordonnées sont .r, y^ z correspond un autre point 
dont les coordonnées sont — .r, — j^, — z\ par suite, le 
centre de gravité a ses coordonnées égales à zéro, et coïn- 
cide avec le centre de figure. 
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Cette remarque fournît immédiatement le centre de 
gravité de la circonférence, des polygones réguliers, etc. 

Théorème H. — Lorsqu* une Jlgure a un plan dia^ 
métrai, le centre de grai^ité de cette figure, supposée 
homogène y se troui^e dans le plan diamétral en question. 

En effet, si l'on désigne toujours par m un élément 
de la figure et par x^j^ z les coordonnées de cet élément, 
les coordonnées du centre de gravité seront 

limx ^niy I.mz 

ç = -f; j ri — -^1 » 1^=:-= 

2i/7i Zm Zrn 

Or, dans l'intégrale 2 wx, par exemple, on peut grou- 
per les éléments deux à deux, de telle sorte que la 

somme m[x + x^) ou a w ^ -^ soit le double pro- 

duit d'un élément de volume par Tabscisse d'un point 
du plan diamétral, eu sorte que si l'on prend ce plan 
diamétral pour plan desyz^ on aura 

2tmx 



2/7} 



o; 



par suite, le centre de gravité se trouve bien dans le plan 
diamétral. 

Nous aurions pu démontrer ce théorème à l'aide des 
principes de la statique, en le généralisant même un 
peu, et en faisant observer que, si les atomes d'un corps 
sont distribués régulièrement, de telle sorte qu'à un 
atome de masse m corresponde un autre atome de même 
masse diamétralement opposé, la résultante des poids de 
ces atomes aura son centre dans le plan diamétral; par 
suite, la résultante de tous les poids des atomes aura aussi 
son centre dans le même plan. Or ce centre est ce que 
nous avons appelé le centre de gra\fité du corps; le théo- 
rème est donc démontré. 
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H 8. Théorème III. — Lorsquun corps a un dia- 
mètre y le centre de grav^ilé de ce cot*ps se trouve sur le 
diamètre. 

En effet, un diamètre est rinlersection de deux plans 
diamétraux dans lesquels le centre de gravité doit se 
trouver à la fois. 

Théorème IV. — Le centre de gravité d'une figure 
plane se trouve dans le plan de cette figure, < 

Car le plan de la figure est un plan de symétrie. 

IV. — Centre de gravité de certaines figures que 
l'on peut ortenir sans le secours du calcul in- 
tégral. 

119. Centre de gravité d^un triangle et de son pé* 
rimètre, — Chacune des médianes du triangle est un 
•diamètre \ donc : i° le centre de gravité se trouve à l'in- 
tersection de ces médianes; 2^ ces médianes se rencon- 
trent au même point, puisque le centre de gravité est un 
point unique. 

Le centre de gravité d'un triangle coïncide avec le 
centre de gravité de ses trois sommets assimilés à trois 
points matériels de masses égales, car les trois médianes 
sont des diamètres par rapport aux trois sommets. 
Soient A, 6, C les sommets; la résultante des poids de B 
et de C est un poids double appliqué au milieu M de 
BC; en composant ce poids avec le poids placé en A, 
on trouve un poids triple appliqué sur la médiane AM 
et aux deux tiers de cette médiane comptés k partir 
■du sommet A. Donc, les médianes d^un triangle se coU" 
pent aux j de leurs longueurs comptées à partir des 
sommets. 

Considérons maintenant le périmètre du triangle, son 

I- 9 
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centre de gravité est le même que celui de trois poids placés 
au milieu des côtés en M, N, P [fig. 3i) , et proportionnels 

Fig. 3i. 




à ces côlés, ou, si Ton veut, proportionnels aux côtés du 
triangle MNP; or, si l'on commence par composer les 
poids N et P, leur résultante passera en un point H tel^ 

UN MN 
Que —7- = — ;r : donc HM est la bissectrice de ranglePMN. 
^ HP MP ^ 

Or le centre de gravité cherché se trouve sur MH, car il 
est le point d'application de la résultante des forces pla- 
cées en H et M. Ainsi, le centre de gravité doit se trou- 
ver sur les bissectrices des angles du triangle MNP*, on 
peut donc énoncer le théorème suivant : 

Le centre de granité du périmètre dUui triangle est le^ 
centre du cercle inscrit dans le triangle qui a pour som^ 
mets les milieux des côtés du triangle proposé, 

120. Centre de grav^ité du quadrilatère, — Lorsque 
l'on veut trouver le centre de gravité d'un polygone quel- 
conque, on le décompose en triangles, et l'on n'a plus 
qu'à chercher le centre de gravité de poids proportion- 
nels aux surfaces de ces triangles et appliqués à leurs 
centres de gravité respectifs. Cette construction se sim- 
plifie un peu dans le cas du quadrilatère; en effet, con- 
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sidérons le quadrilatère ABCD (fig. 3i), le centre de 
gravité se trouvera sur la droite GH qui joint les centres 




de gravité G, H des triangles ADB, DBC, ou, si l'on veut, 
les points qui partagent leurs médianes AO, OC aux | à 
partirdu sommet. En faisant usage des deux triangles ADC , 
ACB, on trouvera une seconde ligne qui devra contenir 
le centre de gravité cherché, et, par suite, ce centre de 
gravité sera déterminé. 

121. Centre de grai^ité d\in tétraèdre. — Les plan« 
qui passent par une arête et le milieu de l'arête opposée 
sont des plans diamétraux ; ils se rencontrent donc 
en un même point qui est le centrt de gravité du té- 
traèdre. 

Trois plans diamétraux passant par le même sommet 
coupent la base opposée à ce sommet suivant ses mé- 
dianes; ces trois plans passent par une même droite qui 
joint le sommet au centre de gravi té de la base. Ainsi : 

Le centre de grai^ité d^un tétraèdre se trompe au point 
de rencontre des droites qui joignent les sommets aux 
centres de gravité des bases opposées. 

Les plans diamétraux d'un tétraèdre sont aussi les plans 

9- 
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diamétraux d^un système de quatre poids égaux placés aux 
sommets du tétraèdre 5 donc le centre de gravité de ces 
quatre poids coïncide avec celui du tétraèdre; mais, pour 
obtenir le centre des poids en question, on peut compo- 
ser Tun des poids placé à l'un des sommets avec un poids 
triple appliqué au centre de gravité de la base opposée. 
On voit ainsi que le centre de gravité d'un tétraèdre se 
trouve placé aux j de la droite qui joint un sommet au 
centre de gravité de la base opposée^ comptés à partir 
du sommet. 

On peut enfin déterminer le centre de gravité du té- 
traèdre en observant que Ton peut composer les poids 
placés aux extrémités de deux arêtes opposées ; ces poids 
se composent alors en deux poids égaux appliqués au 
milieu de deux arêtes opposées; enfin, la résultante de 
ces derniers poids se trouve appliquée au milieu de la 
droite qui joint les milieux de deux arêtes opposées. 
Donc : 

Les droites qui joignent les milieux des arêtes oppo^ 
sées d^un tétraèdre concourent en un même point et se 
coupent en leur milieu^ qui est le centre de gravité du 
tétraèdre. 

V. — Centre de gravité de quelques lignes. 

122. ^rc de cercle. — Prenons pour axe des x la 
droite qui joint le centre au milieu de l'arc; le centre de 
gravité se trouvant sur cette ligne, on n'aura besoin que 
de calculer Fabscisse du centre de gravité. Cette abscisse 
est fournie par la formule 



Ç = — I xds. 
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25 désignant la longueur totale de Tare. Or, en désignant 
par r le rayon> on a 





s 

X rcos-5 

r 


et, par suite, 




« 


%■=. — 1 COS- as. 


ou bien 






Ç _ — sin - ; 

* r 



en désignant par ixj la corde de l'arc, on a 



et, par suite, 



. s 



r 2j.r 

s 7.S 



l est donc une quatrième proportionnelle à la corde, à 
l 'arc et au rayon . 

123. u4rc d^hélice, — Les équations de l'hélice sont 

X =z rcosf , 
j = rsiny, 

r désignant le rayon du cylindre sur lequel l'hélice est 
tracée; (f est un angle variable et h une constante. En 
appelant ^^ y}, ^ les coordonnées du centre de gravité et 
ds Télément d'arc, on a 



ds= \Jdx* -^ dy'^ '\- dz^ =z ^r» sin^ ^ -h r^cos^y + k^dt^^ 
ou bien 
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On a donc, en désignant par <ï> la valeur de (p à Textré- 
mité de l'arc et en supposant sa valeur nulle à Torigîne, 

* Jo J o * t/ o 

c'est-à-dire 

rsin^ r(ï — cos<>] , 4> 

$ <ï> 2 

Le paramètre cf désigne, comme l'on sait, la projection 
de l'arc d'hélice sur sa base; on voit donc que le centre 
de gravité se trouve à la moitié de la hauteur de l'extré- 
mité de l'arc au-dessus de son origine, et que le centre 
de gravité se rapproche de l'axe de l'hélice à mesure que 
Ton fait grandir l'angle 4>, ou, ce qui revient au même, 
l'arc d'hélice lui-même. 

124. Arc d^ ellipse, — Les équations de l'ellipse sont 

X zzz a cos cp , 
y = 6sinf . 

Lorsque l'on prend le grand axe pour axe des jc, (f dé- 
signe alors un paramètre variable dont Tinterprétalion 
est bien connue^ et «, b désignent les demi-axes de Tel- 
lipse. Nous supposerons qu'il s'agisse d'un arc symé- 
trique par rapport à l'axe des x\ en désignant alors par Ç 
l'abscisse (seule inconnue) du centre de gravité, et par 
— 4> et 4- 4> les limites de (p, on aura 

/»-*-* 

a I Vû*cos*(j)H-^'sin^ycosye/y 



y a' cos' (y -I- b* sin'(p d<f 



DEUXIÈME PARTIE. CHAPITRE IV. l35 

si Ton pose alors 



a^ — ù^=:c^ et - = ey 

a 



on a 



î=flf / '^1 — <7'sin'(pcos«p£^f ) : l \/i — e^sm^ifd^y 

ou bien, en désignant par E (f ) la fonction elliptique 
de seconde espèce i y/ 1 — c* sin' ç, 

t/O 

? = — ^77-- rarcsm(«siu(I>} -4- esin* Ji — e^sin**]. 



VI. — Centre de gravité de quelques aires planes. 

125. Centre de grauité d^un segment et d'un secteur 
circulaires, — Soit a le rayon du secteur 5 on peut dé- 
composer le secteur en une infinité de petits triangles au 
moyen de rayons suffisamment rapprochés; les centres 
de gravité de ces triangles se trouveront sur une circon- 
férence concentrique à celle du secteur et de rayon égal 
à ~a. On peut supposer ces triangles égaux, et alors on 
voit que les poids appliqués aux éléments égaux du sec- 
teur pourront être remplacés par des poids égaux appli- 
qués à des éléments égaux de Parc de cercle décrit du 
centre du secteur comme centre, avec un rayon égal à | a 
et limité aux côtés du secteur, le centre de gravité du 
secteur sera donc le centre de gravité de l'arc en question. 

Lorsque Ton connaît le centre de gravité d'un secteur, 
il est facile d'en déduire le centre de gravité du segment 
correspondant, en observant que ce centre de gravité est 
le point d'application de la résultante de deux forces \ 
l'une est le poids du secteur appliqué à son centre de 
gravité; l'autre, prise en sens contraire, est le poids du 
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triangle, qui, ajouté au segment, complète le secteur ; cette 
force est appliquée au centre de gravité du triangle en 
question. 

126. Centre de gravité de la cycloïde. — Nous allons 
chercher le centre de gravité de la surface comprise entre 
un arc de cycloïde limité à deux points de rebrousse- 
ment consécutifs et la corde qui joint ces deux points. 
Prenons cette corde pour axe des x et la perpendiculaire 
élevée en son milieu pour axe desj"; soit ri l'ordonnée du 
centre de gravité cherché, qui, évidemment, se trouve 
sur l'axe des r> on aura ' 

SJdxdy Jydjc 

Or on a, en désignant par a le rayon du cercle générateur 
et par cp un angle convenablement choisi, 

J=:fl(l — cosç), 

.-r = « (tt — vp -h sin y) , 

d'où l'on conclut 

en remplaçante^ et dx par leurs valeurs, la formule (i) 
donne 

I r^^ 

- I û*(l — COSy)^^f 

^ «/ 



OU bien 



' fl2(l — cosy)*rfç 
o 

' (i— 3cos<p-f- Scos^^f — cos^(ï>)rf(p 



X37r 
( I — *ï. cos(ï) -I- cos^ (p) dtsf 



2 
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OU bien encore 

a 2ir -f- Stt 



c'est-à-dire 



>3 = . , 

2 27r -+- TT 



5a 



VII. — Centre de gravité de quelques solides 

ET DE QUELQUES SURFACES COURBES. 

127. Centre de gravité d^une zone sphérique. — Soit 

^* H- 7' -f- *' = û* 

Téquation de la sphère dont la zone fait partie; z = hy 
js = H 4- A les équations des bases de la zone ; en dési- 
gnant par ^ la cote du tentre de gravité de la zone qui, 
évidemment, se trouve sur l'axe des Zj aTuaH représen- 
tera la surface de la zone; anaïl^ sera le moment pris 
par rapport à l'axe des x de son poids, la pesanteur étant 
censée agir dans le sens de l'axe des^ négatifs; si main- 
tenant on décompose la zone donnée en zones infiniment 
petites de hauteur dz^ le moment d'une quelconque de 
ces zones sera ^iitadz.z^ en sorte que l'on aura, en éga- 
lant le moment de la zone à la somme des moments de 
ses parties, 

J/tfc-f-H 
f 271 a zdz, 

h 



ou 



ou, enfin, 



2H ' 



H»-h2AH , H 

Ç = ii — = ^4--; 

2II 2 



donc, le centre de gravité d'une zone est au milieu de sa 
hauteur. 
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Centre de grav>ité d'un segment de sphère à bases pa- 
rallèles. — En désignant toujours par 

Téqualion de la sphère, par z = h^ ^ = H -f- A les équa- 
tions des bases, et par ^ la cote du centre de gravité, on a 

J/»A H- H /»fc -î- H 

h Jh 

OU bien 

{a^ — z*)di=i I (a^ — z'')zdz, 

h Jh 



OU 



= ^[(A+H)»-A']-i[(A + Hr-A«]5 

cette équation fournira la valeur de Ç qui détermine la 
cote du centre de gravité. 

128. Centre de gravité d\in cône, — Le centre de 
gravité d'un cône se trouve évidemment sur la droite qui 
joint le sommet au centre de gravité de la base, car le 
cône peut être décomposé en une infinité de petits cy- 
lindres ayant leurs centres de gravité sur la droite en 
question ; si alors nous désignons par 6 la base du cône 
et par h sa hauteur, si nous désignons en outre par x la 
section faite dans le cône par un plan parallèle à la base 
et situé à la distance j du sommet, si enfin n désigne la 
distance au sommet du plan parallèle à la base qui contient 

le centre de gravité, — ti désignera le moment du poids 

du cône pris par rapport à un plan parallèle à là base 



I 

I 

I • 
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mené par le sommet, xdjr.y désignera le moment d'une 
tranche infiniment mince du cône comprise entre deux 
plans parallèles à la base. En égalant le moment du cône 
tout entier à la somme des moments de ses tranches, 
on a 

Bh r^ . 



=X 



or, on a 



En portant cette valeur de x dans la précédente formule, 
on a 



Bh r 



^Bj'dy 



^ o 
OU 



4 

Ainsi, le centre de granité d^un cône est aux ^ de la 
ligne qui joint le sommet au centre de granité de la base, 
cette longueur étant comptée à partir du sommet, 

129. Centre de granité d^un cylindre tronqué, — 
Supposons le cylindre droit et reposant par sa base sur 
le plan des j^; soient 

l'équation de la base; ^, yj, ^ les coordonnées du centre 
de gravité; 

X COSa -f- x COS p -h z COS7 = p 

Téquation du plan de troncature : a^ ^^ y désignant lès 
angles que la normale au plan fait avec les axes. On aura 

, , ^ fffxdxdrdz 

^ ' * JJJdxdydz 



, . . . 
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Commençons par évaluer Tintégrale qui figure en déno- 
minateur et qui représente le volume du cylindre tron- 
qué ; cette intégrale est égale à 

ffzdxdy, 

zdxdj représente le moment de l'élément dxdy de la 
base pris par rapport au plan de troncature, du moins à un 
facteur près, qui est la sécante de l'angle que le plan de 
base fait avec le plan de troncature-, si alors on désigne 
par B la base du cylindre, par h la parallèle aux arêtes 
qui passe par le centre de gravité de la base, on aura 

ffzdzdyz=zBh'^ 

d'où Ton peut conclure que : 

Le volume d'un cylindre tronqué est égal à sa sec- 
tion droite multipliée par la droite parallèle aux géné- 
ratrices qui passe par les centres de gravité des sections 
droites. 

Si l'on observe que la projection du centre de gravité 
d'une aire plane est le centre de gravité de la projection 
de cette aire (facile à démontrer), on pourra dire que : 

Le volume d'un cylindre tronqué est égal au produit 
de la section droite par la ligne droite qui joint les 
centres de gratuité de ses plans de troncature. 

Revenons aux formules (i), nous pouvons les mettre 
sous la forme 

(2) '&hl=:fffxdxdxdz, 

(3) ^hr^=jfjydxdydz, 

(4) BhK=:fffzdxdjrdz. 

En effectuant l'intégration par rapport à z^ dans la pre> 
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inière de ces formules, on a 

sî Ton place alors l'orîgîne au centre de gravité de la 
base, le facteur de p sera nul et l'on aura 



• 



B//Ç = — I I Jî* axar — I I .vr axar, 

J J cosy J J COS7 

Nous verrons plus loin que Ton peut toujours diriger les 
axes de telle sorte que Ton ait (n® 139) 

ffxjrd.xffx = o; 

dans ce cas, ffx^dxdj^ Sfj^^^^J sont ce que Ton ap- 
pelle les moments dHnertie principaux de la base B par 
rapport aux axes des y et des x\ si l'on désigne ces quan- 
tités par i et a, on aura 

T*»v , cosa ^, cosS 

COS7 ces 7 

Téquation (4) donne 

bj.^_ I r rp^-hx^cos'^a, + j'cos'P — 2/7^ cosa — 2/?jrcosp -1- 2a:/cosacosp 

""a J J cos'7 ^* 

ou, en ôlant les termes nuls, 
1 J J cos*7 

OU) enfin, 

« , ^ ï P^B ^ cos^a -t- a cos^ô 



2, 



2 cos''7 cos^7 
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Vni. — Théorèmes de Guldin. 

130, Théorème I. — Vaire engendrée par une ligne 
plane qui tourne autour d ^un axe situé dans son plan 

» 

est égale à la longueur de cette ligne multipliée par la 
circonférence que décrit son centime de gras^ité. 

En effet, si l'on prend l'axe de révolution pour Taxe 
des a:, l'expression de la surface engendrée par la courbe 
sera 

ds désignant un élément de l'arc de courbe et y la dis- 
tance de cet élément à l'axe de révolution ; mais si y? dé- 
signe l'ordonnée du centre de gravité de la conrbe, on a 

JiT^yds ■=. l'a J yds •=. stttîj; 

2 7ry) est bien la circonférence décrite par le centre de gra- 
vité : le théorème est donc démontré. 

131. Théorème II. — Le volume engendré par une 
aire plane qui tourne autour d'un axe situé dans son 
plan est égal à la surface de cette aire multipliée par 
la circonférence que décrit son centre de gj^auité. 

En effet, prenant l'axe de rotation pour axe des x et 
une perpendiculaire à cet axe menée dans le plan de l'aire 
plane pour axe des j^ l'expression du volume engendré 

est 

ffr.[{x-\-dxy — y^]dx, 

ou bien 

'^'^ffydxdy. 

Cette expression est égale à aTryjA, A désignant la surface 
de l'aire génératrice, et y; l'ordonnée de son centre de 
gravité. En effet ffjdxdy est la somme des moments 
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pîr rapport à l'axe des a:, des poîd^des éléments flxdy 
de la surface et A y? est le moment total de la, surface. Le 
volume engendré STiyjA est bien le produit de la circon- 
férence 27177 que décrit le centre de gravité de l'aire par 
la surface A de cette aire. 

Ces deux théorèmes portent le nom de théorèmes de 
Guldin. On peut généraliser le second comme il suit : 

Si, au lieu de faire tourner Taire A de manière à lui 
faire engendrer un solide de révolution complet, on la fait 
seulement tourner d'un angle d9^ il est clair que le vo- 
lume engendré sera au volume de révolution total 27ry; A 
comme dO est à 2 7r, en sorte que ce volume aura pour 
expression yjArfô, ou bien, en désignant par ds Tare ndO 
décrit par le centre de gravité, Ads. 

Ceci posé, considérons le solide engendré par une sur- 
face plane A qui reste toujours normale aux trajectoires 
que décrivent ses points. Si Ton considère la portion du 
volume engendré compris entre deux positions infiniment 
voisines de la surface A, cette portion de volume pourra 
être engendrée par la rotation du plan de la surface A au- 
tour de sa caractéristique. En désignant alors par ds l'arc 
décrit par le centre de grafvité de la surface A, le petit vo- 
lume en question aura pour expression Ads^ et le volume 
total engendré dans un mouvement fini sera fAds ou As» 
Donc : 

132. Théorème III. — Le volume engendré par une 
surface plane qui reste normale aux trajectoires de ses 
divers points est égal à la surface génératrice multipliée 
par la ligne que décrit son centre de gravité. 



►•»•• 
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CHAPITRE V. 

MOMENTS D'INERTIE. 



I. — Définitions. 

133. On appelle moment dHneHie d'un corps par rap- 
port à un axe, la somme des produits des masses de ses 
points matériels par le carré de leur distance à Taxe. 

Si Ton prend Taxe en question pour axe des z^ et si 
l'on désigne par m la masse et par x^ j^ z les coordon- 
nés rectangulaires d'un point quelconque du système, le 
moment d'inertie de ce système sera l'intégrale 

Cette intégrale, s'il s'agit d'un corps naturel et continu, 
peut se ramener aux quadratures. En effet, si Ton consi- 
dère un petit parallélépipède de dimensions dxy dj^ dz, 
ayant ses arêtes parallèles aux axes, et contenant dans son 
intérieur le point m, et si p désigne la masse spécifique 
du corps considéré dans les environs du point m, la quan- 
tité pdxdjdz représentera, à fort peu de chose près, la 
masse du parallélépipède [dx^ dy^ dz)^ pourvu que ses 
arêtes soient suffisamment petites. 

X et Y^ variant peu d'un point à un autre du parallélé- 
pipède en question, 

pdxdydz[x*-hx^) 

représentera approximativement le moment d'inertie de 



r 

I 
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ce parallélépipède, et Tintégrale 

étendue à tout le volume du corps donné, représentera 
très-approximativement le moment d^inertle total du 
corps. 

Les considérations précédentes suffisent à tous les be- 
soins de la Mécanique appliquée, vu rextrêrae petitesse 
des molécules et des intervalles qui les séparent. 

En Physique mathématique, on n'a pas toujours le 
droit de substituer aux intégrale Z les intégrales y*, parce 
que Ton ne considère souvent qu'un nombre restreint de 
molécules, et que les distances intermoculaires sont com- 
parables aux plus grandes dimensions des figures que Ton 
doit considérer. On peut lire à ce sujet la préface et les 
premières pages du Traité de M. Lamé, sur la théorie de 
l'élasticité dans les corps solides. 

Quoi qu'il en soit, si nous considérons un corps géo- 
métrique continu, nous pourrons définir le moment (Vi- 
nertie de ce corps par rapport à Vaxe des z l'intégrale 
suivante étendue à tout le corps 

du désignant un élément de volume, de surface ou de li- 
gne, selon que le corps géométrique sera un volume, une 
surface. ou une ligne, et p désignant une fonction donnée 
de x^j^ z que l'on appelle la densité au point [x^j^ z) . 

IL — Problèmes sur les moments d'inertie. 

134. Problème L — Étant donné le moment d^iner- 
tie d'un corps par rapport à un axe, calculer le moment 
dHnertie du même corps par rapport à un axe déterminé 
de position et parallèle au premier, 

I. lO 
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Prenons Taxe donné pour axe des z, soit m la* niasse (*)^ 
j:, jr^ z les coordonnées d'un point quelconque du corps ^ 
le moment d'inertie donné est 

Le moment d'inertie pris par rapport k un axe parallèle 
à Taxe des r, et dont les coordonnées sont/? et q^ sera 

c'est-à-dîre 

2/w(x*-4-/') 4- 2/w(/?'H- q^) — 7.1éWpx — 7.^mqy, 

ou bien, en désignant par M la masse totale du corps et 
par a^ i, c les coordonnées de son centre de gravité-, 

I 

(En effet, les coordonnées û, i, c du centre de gravité 
sont données par les formules 

Ma = J,mx. 
M6 = ^my^ 
Me = I,mz, 

qu'on a établies plus haut (n° 112) 5 ces formules inter- 
viendront plusieurs fois dans ce Chapitre, il est essentiel 
de les avoir constamment présentes à l'esprit.) 

Ainsi le momen t d'inertie pris par rapport au nouvel axe 
est égal au moment d'inertie pris par rapport à l'ancien, 
augmenté du moment d'inertie de la masse totale con- 



(*) Bien que cette démonstration et les suivantes soient faites en adop- 
tant une notation qui semble basée sur Thypothèse moléculaire, on se 
conyaincra aisément, en y regardant de près, que ces démonstrations 
s'appliquent aux corps géométriques. En elTet, rien n^empèche de consi- 
dérer la somme 2m(^*H- «') comme une^y, pourvu que Ton y substitue 
mentalement pdu k m. 
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centrée sur le nouvel axe, et diminué d'une quantité qui 
s^annule quand rancien axe passe par le centre de gravité 
du corps. 

Faisons passer Tancien axe par le centre de gravité, le 
nouveau moment dMnertiesera 

Im(x^-^X^) -{-M(/?*-t-<7*). 

135. Donc : i® Le moment d'inertie d'Iran corps pris 
par rapport à une série d^axes parallèles est minimum 
lorsque Vaxe passe par le centre de gravité ; 

a® Les moments dHnertie d^un corps pris par rapport 
à des axes également distants d'un axe passait t par le 
centre de gravité sont égaux, 

136. Le moment d'inertie d'un corps pris par rapport 
à un axe divisé par la masse totale du corps est ce qu'on 
appelle le carré du rayon de gyration du corps par rap- 
port à l'axe. En sorte que si nous prenons 

2;/?î(j:»-t-j») = M/S 

:Lni{[x -^ pY^ [y - py]=.m-'\ 

h et V seront les rayons de gyration du corps par rap- 
port à l'ancien et au nouvel axe. Mous aurons ainsi 

ou bien 

X^' ^k^-^à'-^-iap — 2 bq. 

Si l'axe des z passe par le centre de gravité, on aura seu- 
lement 

k'^ = A' -f- ^^ 

ce qui permet de construire A' quand on connaît h et J. 
Si l'on désigne par A'' le rayon de gyration, pris par rap- 

lO. 
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port à un nouvel axe situé à la distance d^ de Taxe qui 
passe par le centre de gravité, on aura 

d^où l'on conclura 

ce qui permettra de construire k" quand on connaîtra 

137. Problème II. — Étant donnés trots axes rec- 
tangulaires Ox, Oy, Ozy calculer le moment d^ inertie 
d'un corps pris par rapport à un axe 01 passant par 
le point de concours des trois premiers , et faisant ai^ec 
eux des angles respectii^ement égaux à a, (3, y. 

Soient m la masse \ x^y^z les coordonnées d'un point 
quelconque M, la distance r de ce point à l'axe 01 est 
égale à OM siu (OM,OI)i on a donc 

r»= {jc^^y^^ z') [i — cos»(0M,OI)], 

ou 

r»= {.r»-f- j2^_ ^2) _ (j:î_f_^i+ z*)cos*(OM,OI), 

ou bien 

r^= (x^-h/^H- z^) — (oreosa H- jcosp H- ZCOS7)'; 

si l'on observe alors que cos*a -f- cos'/3 -h cos*y est égal 
à l'unité, on aura 

— [xcQsoL H- jcosp H- ZCOS7)', 
ou 

/•*= (j'-+- 2^) cos*a H- (s2+ ^»)cos*p -f- (jr»-f- j')cos*7 
— 2^3cospcos7 — 2za:coS7COSa — aar/cosacosp. 
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Posons actuellement 

2/w(j2+ z*) = A, 2/«jrz=:D, 

2/w(z-H- x*) = B, ^nt.TZz=:Y,f 

nous aurons 

lmr^= Acos^a -h Bcos^P +Ccos='7 ' 

— 2DcospcoS7 — 2Ecosacos7 — 2Fcosacosp. 

Les quantités A, B, C sont les moments d'inertie du corps 
par rapport aux axes OxjOy^Oz'^ quant aux quantités D, 
E, F on les évaluera au moyen des formules suivantes, 
si le corps est continu : 

E znfJJ^ dxdydzzx^ 

p désignant, comme plus haut, la masse spécifique du 
corps au point [x^j^ z). 

Si Ton observe alors que ^mr^ est le moment d'inertie 
du corps par rapport à l'axe 01, la formule précédente 
permettra de résoudre le problème au moyen des qua- 
dratures. 

III. — Ellipsoïde central. 

138. Théorème. — Considérons une série de rayons 
vecteurs issus d\in point jixe de t espace, et sur chacun 
de ces rayons vecteurs portons des longueurs propor- 
tionn elles à Viny^erse de la racine carrée du moment 
d^ inertie d'un corps donnée relatif à ce rayon vecteur y 
le lieu des extrémités des rayons vecteurs ainsi menés 
sera un ellipsoïde. 
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En effet, si par le point fixe nous menon» trois axes 
rectangulaires Ox, Ojr^ O2, le moment d'inertie i du 
corps par rapport à un axe 01 faisant avec Ox, Qy, Oz les 
angles a, j3, y sera donné par la formule du n° 137 

{ i =zA cos^ a -f- B cos^ p -H C cos'y 
(i) \ 

{ — 2Dcosp COS7 — 2Ecosacos7 — 2Fcosacos p. 

A, B, C, D, E, F désignant des constantes déGnies au 
paragraphe précédent, les coordonnées de Textrémité 
du rayon vecteur compté sur 01 seront 

k A' k 

X=— =cosa, Yr= —=: cosS, Z=— =0057; 

i^i v/i s/i 

k désignant une constante, on en déduit 

COSa = --X0', COSSrrr-rYv'/, COS7 = 7Zv/77 
A* 'A- A' 

en portant ces valeurs dans (i), on a 

(2) / = AX» H- BY» + CZ= — 2DYZ — 2EXZ — 2FXY. 

Celte équation représente bien un ellipsoïde, ainsi que 
nous l'avions annoncé. En effet, la surface du second 
degré quelle représente est évidemment limitée de 
toutes parts. On peut du reste s'en assurer directement. 
La surface (2) est rapportée à son centre, et Ton peut 
choisir les axes de teHe sorte que D, E, F soient nuls, 
on a alors simplement 

>t — AX^-+-BY*-4-CZ^ 

Or les quantités A, B, C sont essentiellement positives, 
puisqu'elles représentent les moments d'inertie du corps 
par rapport aux axes; donc la surface cherchée est bien 
un ellipsoïde. 

Cet ellipsoïde, dans lequel on peut supposer A-= i, a 
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élé appelé^ par Poînsot ellipsoïde central; on Tappelle 
aussi quelquefois ellipsoïde d'inertie, 

139. Lorsque le corps se réduit à une surface plane, la 
section de cet ellipsoïde par lé plan de la surface porte 
le nom à* ellipse d'inertie. 

D'après ce que nous venons de voir, il existe iroîs di- 
rections autour d'un *même point pour lesquelles les 
sommes ^mjz^ ^nixz^ ^mocy sont nulles*, ces trois 
directions, qui sont celles des axes de l'ellipsoïde central, 
portent le nom de directions principales ou à^axes prin- 
cipaux d'inertie. 

Il résulte de ce qui précède que le moment d'inertie 
d'un corps par rapport à une série d'axes passant par un 
point fixe e^ en général susceptible d'un maximum et 
d*un minimum. 

IV. — Problèmes sur les axes prikcipadx. 

140. Problème L — Trouver la condition pour qu un 
axe soit principal en un de ses points déterminé. 

En conservant les mêmes notations que dans le para- 
graphe précédent, si Ton prend la droite en question pour 
axe des z, il faudra que, si le point pour lequel Taxe est 
principal est à l'origine, on ait Z myz = o, 'Lmxz = o] 
caria droite donnée est alors dirigée suivant Tun des axes 
de l'ellipsoïde d'inertie. Ces conditions sont évidemment 
nécessaires et suffisantes. 

141. Problème II. — Trousser la condition pour qu^ un 
axe soit principal en un de ses points d'ailleurs indé- 
terminé. 

Les quantités S mj)^^, Hmxz ne seront pas nulles en 
général, si l'on prend pour axe donné Taxe des Zy 
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mais il devra exister ua point dont les coordonnées soient 
o, o et A, et tel que, si Ton y transporte Torigine, on 

ait 

2iiij^iZ, = o, 2»ij:, z, = o; 

Xijjr^^Zi désignant les nouvelles coordonnées du point m. 
Or on a 

^i = Xf ri=r> Zi=zz — h. 

On devra donc avoir 

2.mj'(z — A) = o, ^mx(z — h) = o. 

Soient a, t, c les coordonnées du centre de gravité, M la 
masse totale du corps; les équations précédentes pour- 
ront s'écrire 

(i) hMb = ^mjrZf /iMa = 2.mxz§ 

Si l'on élimine A, on a la condition cherchée 

qui se réduit à llmxz = o, si le centre de gravité se 
trouve dans le plan des yz. 

142, Problème III. — Troiiv^er la condition pour 
quun axe soit principal en tous ses points. 

Les équations (i) devront avoir lîeu, quel que soit /i; 
en prenant Taxe donné pour axe des z^ on devra donc 
avoir 

^m)z=. Oy ^mxz== Oy a = Oy b = o. 

Ces équations expriment que l'axe est principal et qu'il 
passe par le centre de gravité; réciproquement, tout axe 
principal relatif au centre de gravité sera principal en 
tous ses points; car la translation de l'origine en un 
point quelconque de l'axe des z n'altérera pas la valeur 
nulle des sommes S mjz^ S mxz. 
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143. Problème IV. — Trouy^er les points de Vespace 
pour lesquels V ellipsoïde central est de rév^olutioni en 
d^aufres termes, pour lesquels deux moments princi- 
paux sont égaux. 

Prenons pour axes coordonnés les axes d'inertie prin- 
cipaux relatifs au centre de gravité; soient $, n, ^ les 
coordonnées de l'un des points cherchés : transportons 
l'origine au point (^, tj, Ç) en laissant les directions des 
axes, parallèles aux directions principales relatives au 
centre de gravité, l'équation de l'ellipsoïde d'inertie re- 
latif au point (^, >}, ^) sera 

(2) i = X'Im{jr\ -f-zj)-f-... — 2YZ2/w^,«,— ..., 

^\9 Jx'i ^i désignant les coordonnées du point m prises 
par rapport aux nouveaux axes; or, en désignant par 
or, j^, z les coordonnées du point m par rapport aux 
anciens axes, on a 

et, par suite, 

Si l'on observe alors que Swj:, ^mj sont nuls, et si l'on 
désigne par M la masse totale du corps, on a 

(3) 2/w(j;-4-z;) = AH-M(V-+-2;^)..., 

A, B, C désignant les moments d'inertie principaux re- 
latifs au centre de gravité. On a de même 

2m7,z,= lm(x — ri) (z — Ç), 
ou bien 
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c'est-à-dîre 

(4) 2wj,z, = M>ïÇ,.. . 

Si Ton a égard aux relations (3) et (4)9 Téquation (3) 
pourra s'écrire 

I = X' [A -f- M (>]' + Ç»)] -f- 2YZM>3Ç — 

Si Ton exprime alors que cet ellipsoïde est de révolution, 
on trouve 

A -f- M (ï3'+ ^^) — 2MÇ»= B ^- M(Ç»-l- ?2) ^ 2M>î» 

Telles sont les équations du lieu des points qui jouissent 
de la propriété cherchée 5 on peut les écrire comme il suit, 
en désignant par /, y, k les rayons de gy ration relatifs 
aux axes de coordonnées : 

ou bien 

X-'— / = =3(Ç'— §'). 

Le lieu des points cherchés est donc l'intersection de 
deux cylindres hyperboliques : ces cylindres se rencon- 
trent, car les équations précédentes sont satisfaites lors- 
que l'on pose 

l = ±/f, n=±J^ et ç = ±x|. 

144. Problème V. — Tromper les points de V espace 
pour lesquels V ellipsoïde central se réduit à une sphère. 

Pour trouver ces points, on aura encore recours à l'é- 



\ 
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quation (a) et Ton posera 
et 

c'est-à-dire en vertu de (3) et (4) 

A -f- M(>i2-f- Ç>) = B -4- M(Ç'-I- S') = C 4- M(Ç»-+- V), 

>î^=0, ÇÇ = 0, Ç>î=:0. 

Les dernières formules montrent que les points cherchés 
se trouvent sur les axes principaux relatifs au centre de 
gravité ; car elles sont satisfaites en posant yj = o, ^ = o. 
Les premières donnent alors 

ce qui exige quel'on ait B = C. L'ellipsoïde central rela- 
tif au centre de gravité doit être de révolution, et dans ce 
cas on a 

ce qui montre que, suivant Taxe de révolution, Tel-, 
lipsoïde en question doit être allongé. Ainsi les points 
cherchés n'existeront que dans des cas très-particuliers, 
et quand ils existeront ils seront au nombre de deux. Ils 
se confondront en un seul si Ton a A = B = C. 



V, — Moments d'iwertie de quelques surfaces planes. 

La recherche des moments d'inertie des surfaces planes 
est très-importante, et se présente dans un grand nombre 
de questions de Mécanique appliquée, principalement 
dans la théorie de la résistance des matériaux. Nous allons 
passer en revue les cas qui se présentent le plus fréquem- 
ment. 
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145. Moment d* inertie (Tun rectangle pris par rap- 
port à un axe parallèle à Vun de ses côtés. — Soient a 
et b les dimensions de ce rectangle. Prenons pour axes 
de coordonnées deux côtés contîgus^ nous supposerons le 
rectangle homogène et nous prendrons sa masse spécifique 
égale à l'unité. * 

Le moment d'inertie de ce rectangle pris par rapport à 
l'axe des x (qui, pour fixer les idées, sera le côté a) est 






Si Ton désire maintenant le moment d'inertie du même 
rectangle par rapport à un axe parallèle au côté a et situé 
à la distance J de ce côté, on observera que ce moment 
d'inertie est la différence des moments d'inertie de deux 
rectangles ayant pour base a et pour hauteurs J et i -I- J, 
en sorte que la quantité cherchée sera 

3 [(* + *)•-*']• 

146. Moment d^ inertie d'* un cercle par rapport à Vun 
de ses diamètres. — Le moment d'inertie d'un élément 
du cercle est le produit de cet élément par le carré de sa 
distance à l'axe; or si nous désignons par r la distance 
de cet élément au centre, et par 9 l'angle que le rayon 
vecteur r fait avec l'axe, l'élément de surface du cercle 
pourra être pris égal à rdOdr (c'est l'expression d'un élé- 
ment de surface en coordonnées polaires); la distance de 
l'élément à Taxe est rsinO, en sorte que le moment d'i- 
nertie de l'élément est égal à r* sin^BdQdr] si donc on dé- 
signe par a le rayon du cercle, son moment d'inertie total 
sera 

r^sïn^BdQd/. 



Jr»2n p 
«/o 
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En intégrant par rapport à /', on trouve 

,4 /»2 7r 



sin'OWe. 
4 Jo 

Or on a 



41 



«/o 

' sin' e ûfô -f- f cos^ e ^/ô = tx tt; 
o «/o 



donc 



' sin' G rfe = TT ; 
o 



o 

a 



par suite, le moment d'inertie cherché est tt -j-. Le mo- 

4 

ment d'inertie d'une couronne circulaire, dont les rayons 
seraient a et &, sera par suite 



l(»'-n 



147. Moment d^ inertie d'une ellipse pris par rapport 
à Vun des axes de cette ellipse. 

Soit 

Téquation de cette ellipse. Prenons le moment d'inertie 
par rapport à Taxe des x^ ce moment est 

ffdxdyy\ 

La première intégration relative à y doit être faite entre 
les limites 



y-zrz yja} — .r' j yz=i A s/a"^ — x^ ; 
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elle réduit Tintégrale double à la forme 






ou bien 






Or, on a 






/. 



-ha a:^dvC 3 ira* 



Le moment d'inertie cherché sera donc 



2^V 



+ |^M, 



h'' a 



c'est-à-dire —j— Pour a = i, on retrouve l'expression du 
moment dMnertie d'un cercle par rapport à son diamè- 



a' 



ire TT -7- . 
4 



VI. — Moments d'inertie de quelques solides. 

148. Moment dHnertie du parallélépipède rectangle 
par rapport à une de ses arêtes, — Prenons l'arête en 
question pour axe des z \ supposons le parallélépipède 
homogène et de densité égale à Puni té. Soient a, £, c les 
arêtes de ce solide; prenons-les respectivement pour axes 
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des X, des j" et des z. Le moment d'ineriîe cherché sera 

a /* b /* c 



fff 

•/o «/o ^o 



c'est-à-dire 

abc 



(a^-¥-b'). 



Si Ton demandait le moment d'inertie de ce parallélé- 
pipède par rapport à un axe quelconque parallèle à son 
arête c, en appelant a et j3 les distances de Farètc c aux 
plans desyz et desxzy le moment cherché serait égal au 
moment d'un parallélépipède ayant pour arêtes a -ha, 
& + |3, c, diminué du moment de deux parallélépipèdes 
ayant pour arêtes a -|- a, j3, c et a, i + (3, c, et augmenté 
du moment d'un parallélépipède ayant pour arêtes a, 
|3, c, les moments de ces parallélépipèdes étant pris par 
rapport à leur arête c. 

Le moment d'inertie d'un parallélépipède rectangle, 
dont les dimensions seraient 2 a, 2&, 2e, pris par rap- 
port à un axe parallèle à l'arête c passant par le centre 
de gravité, serait 

.a,b,2c, , - . 8abc , ^ ,,. 

4 — 3 — («' + ^') = -y- (û' + ^'). 

149. Moment d^ inertie d'un cylindre par rapport à 
son axe. — Soit R le rayon, h la hauteur de ce cylindre*, 
nous prendrons pour élément de volume un prisme dont 
les arêtes seront parallèles à l'axe et dont la base sera un 
trapèze curviligne, limité d'une part à deux circonfé- 
rences de rayons r et r-\-dr ayant leurs centres sur 
l'axe etjeurs plans perpendiculaires à Taxe, et d'autre 
part à deux rayons vecteurs issus de l'axe et faisant entre 
eux l'angle d9] la hauteur de ce prisme sera dz^ en sorte 
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que son volume sera rdQdrdz^ et son moment d'inertie 
i^rdQdrdz ou r^dBdr\ le moment d'inertie total cher- 
ché sera donc 



»« = A /»Ô = 2îr /»r=R 



gss.0 J$'=o t/r=o 



c'est-à-dire 

2 

Si l'on demandait le moment d'inertie d'une couche 
cylindrique de rayons R et R -4- e et de hauteur h par 
rapport à son axe, le moment serait 

- (R -I- cYk — - R< /i = - // (e' + 46'»R -+- 6e^R^ H- i^RM. 

2 ' 2 2 ^ ' 

150. Moment d^ inertie dhui ellipsoïde homogène 
pris par rapport à Vun de ses axes, — Soit 

ir' r^ z* 
a' b^ c^ 

l'équation de cet ellipsoïde; supposons que l'on demande 

le moment pris par rapport à l'axe des z : ce moment 

sera 

I zzzjffdxdydz (^' -+-7^) 

ou bien 

(0 I =fSS<i^dydz x^ -^JSJdxdydzf, 

Occupons-nous d'abord de la première intégrale 

J J Jdxdydz x^. 

Si nous iuiégions par rapport à z entre les limites 

/ X* Y^ I X^ Y^ 

y a^ b^ V a^ b^ 
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qui correspondent à des valeurs constantes de a: et j^ et 
satisfaisant à l'équation de l'ellipsoïde, nous réduisons 
notre intégrale à 

si maintenant nous laissons x constant et si nous inté- 
grons par rapport à y, nous devrons faire varier y entre 
des limites fonctions de a:, que nous obtiendrons en faisant 
z = o dans l'équation de l'ellipsoïde 5 nous effectuerons 
ainsi la somme des moments d'une série de prismes com- 
pris entre deux plans parallèles au plan des zy situés à 
la distance dxVun de l'autre 5 les limites dey sont 

/ â^ , / x^ . 



or on a 

dy y/H — y'^ r=r - 7rr% 



/: 



/• 



ainsi que l'on peut s'en assurer eu observant que l'inié" 
grale précédente représente l'aire d'un demi-cercle de 
rayon r. Si dans cette formule on fait 



y/^-S '' y 



b 



on a 

l'intégrale (2) devient alors 

(3) TTÔC jdxx'll — ^]'^ 

il reste à faire maintenant la somme des moments d'iner- 
I. Il 
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tie de toutes les tranches analogues à celle dont nous ve- 
nons de calculer le moment d'inertie, et comprises entre 
les plans parallèles au plan des j^z situés aux distances — a 
et -f~a du plan des yz^ c'est-à-dire qu'il faut prendre 
rintégrale (3) entre les limites — a et + a; on a alors 



/// 



2 

dxdydza? zm — Tza^bc; 



on trouverait de même, 



/// 



dxdydzy^ = —p izb^ac. 



et la formule (i) donne 

lO 

si Ton fait a = i == c = R, on obtient le moment d'iner- 
tie d'une sphère par rapport à l'un de ses diamètres, ou 

i5 
On peut traiter le problème d'une autre façon*, posons 

X = ^iecos\|/ sind, 
y = bs sin\p sinô, 

Z =: CgCOsO. 

Ces valeurs pour e = i satisfont à l'équation de l'el- 
lipsoïde, et si Ton fait varier e entre o et — i, entre o 
et TT, ^ entre o et 2 7r, on obtiendra une fois, et une fois 
seulement, les coordonnées de tous les points de Tinté- 
rieur et de la surface de l'ellipsoïde. En prenant alors e, 
6, ^ pour variables, l'intégrale (i) devient 

j dsdQd^î^{a^cos^^sm^B -h b'sm''-]fS\n^B)e, 

t/O 
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désignant, pour abréger, le déterminant 



i63 



e 



dx 


dx 


dx 


A' 


rfO' 


d^ 


dy 


dy 

de' 


dy 

d^ 


dz 


dz 


dz 


A' 


di' 


d^ 



= rt6rs'sinô, 



On a donc 



ait plTZ 
j «W9f/r|;^/«sinG(«*cos»4»sin'ô-f-^'sin^>psin'0) 
*/o 

En intégrant par rapport à e, on a 



abc r^' r'^'^ 



J o J o 



É^ôû?4»sin*ô(fl»cos*4» -f- ^'sin»>p) 



En intégrant par rapport à ({^ et en observant que 

' C0S'>I<É^I; i=r 1 sin'\|»û/îj/ =: TT, 

o V o 



on a 



ou, enfin. 






Les variables e, 0, 4* dont nous venons de faire usage 
sont irès-uliles dans un grand nombre de questions d'ana- 
lyse et de mécanique •, les courbes tracées sur la surface 
de Tellipsoïde, et qui ont pour équations : = const. et 
4 = const. sont des courbes conjuguées, c'est-à-dire tan- 
gentes en leur point de croisement à deux diamètres con- 
jugués de Tindicalrice (voir JVole I). 



1 1 . 
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151. Moment d^ inertie d^un solide de révolution par 
rapport à son axe, — Considérons le cylindre d'épais- 
seur dr compris entre deux plans perpendiculaires à 
l'axe, son moment d'inertie est, d'après ce que nous 

avons vu, -R*r/r, R désignant son rayon. Le moment 



TT 

1 
d'inertie de tout le solide sera donc 



î/..*. 



Application au cône de ré^folution. — Soient p le 
vayon de base du cône, h sa hauteur, le rayon R corres- 
pondant à la hauteur z comptée à partir du sommet est 
donné par la formule 

le moment d'inertie cherché est donc 



1 C^^—d — ^p*'^ 
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CHAPITRE VI. 

ÉQUILIBRE DES FILS ET DES CORDONS. 



I. — Equilibre des cordons. 

152. On donne le nom de poljgone funiculaire à un 
système de points A, B, C,... liés entre eux par des cor- 
dons inextensibles ; nous allons nous proposer de trouver 
les conditions d'équilibre d'un système de cette nature. 

Considérons d'abord deux forces agissant aux extré- 
mités d'un même cordon. Pour que ces deux forces se 
fassent équilibre, il faut que ces forces soient égales, 
directement opposées et de même direction que le cor- 
don. En effet, s'il y a équilibre, cet équilibre ne devra 
pas être troublé en solidifiant le cordon^ et alors on voit 
que les forces doivent agir comme nous l'avions annoncé; 
de plus, on voit que les deux forces doivent agir de ma- 
nière à tendre le cordon ; le cordon une fois tendu, il y 
aura équilibre, car ce cordon jouira de toutes les pro- 
priétés d'un corps solide, puisque les distances mutuelles 
de ses points, sont assujetties à rester invariables. On 
donne le nom de tension du cordon à la valeur commune 
des forces qui le sollicitent. 

Lorsque trois forces agissent sur un même point ma- 
tériel A par l'intermédiaire de cordons, il faut et il suflSt 
pour l'équilibre que chacune de ces forces soit égale et 
directement opposée à la résultante des deux autres. En 
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effet, s'il y a équilibre, cet équilibre ne sera pas troublé 
en fixant le point A. Considérons alors l'un des cordons 
aboutissant en A. Pour que la force appliquée à ce cor- 
don le maintienne en équilibre, il faut que cette force 
agisse dans le sens du cordon. Ceci posé, solidifions le 
système. Les trois forces, agissant dans le sens des cor- 
dons, pourront être appliquées en A, et pour qu'il y ait 
équilibre, il faut que chacune d'elles soit égale et direc- 
tement opposée à la résultante des deux autres. 

Enfin si la condition précédente est remplie, il y aura 
équilibre. En effet, pour un déplacement compatible 
avec les liaisons, c'esi-à-dire tel, que les cordons restent 
rectilignes et inextensibles, les forces extérieures se feront 
équilibre; quant aux forces intérieures, leurs travaux 
seront nuls, puisque les distances des points infiniment 
voisins sont invariables^ et que les forces intérieures 
n'agissent qu'entre points infiniment voisins. 

Considérons, en dernier lieu, un cordon ayant la li- 
berté de glisser dans un anneau. Pour que ce cordon soit 
en équilibre, il faudra que les forces agissant à ses extré- 
mités soient égales. En effet, nous savons déjà que les 
forces doivent être dirigées dans le sens des cordons ; en 
désignant alors ces forces par P et Q, et les déplacements 
virtuels de leurs points d'application dirigés suivant ces 
forces par $p et $q^ il faudra que 

P(5/7 4- Q^7 = o; 

mais si $p et dq sont compatibles avec les liaisons, le 
cordon ne devant pas changer de longueur, on a 

donc Téqualion précédente donne 

{P-Q)^P = o, 
c'est-à-dire P= Q. c. q. f. d. 
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II. — Équilibre du polygone funiculaire. 

1S3. Considérons maintenant un polygone funiculaire 
ABCDEFG {fig> 33) fixé à ses extrémités A et G 5 soient 

Fig. 33. 




P, Q, R, S, T les forces qui sollicitent ses divers som- 
mets; pour que le polygone soit en équilibre, il faut 
que les forces P, Q, R, . . . fassent équilibre aux tensions 
des cordons et aux forces de liaison en vertu desquelles 
les points A et G restent fixes. 

Or, si l'on considère le point D par exemple, pour que 
ce point D soit en équilibre, il faut que la force DR qui 
le sollicite soit égale et directement opposée à la résultante 
des tensions des cordes DC et DE, et que la tension de 
chaque corde soit égale et directement opposée à la résul- 
tante de R et de la tension de l'autre corde. En représen- 
tant alors par (AB), (BC), (CD),... les tensions des 
cordons AB, BC, . . . , on aura 

(CB) = résuit, de (BA) et P, 

(DC) = résuit, de (CB) et Q 

= résuit, de (BA), P et Q, 

(ED) = résuit, de (DC) et R 

= résuit, de (BA), P, Q et R, 
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et ainsi de suite; ainsi une tension quelconque est égale 
à la résultante de la première tension et de toutes les 
forces qui sollicitent le polygone depuis son origine 
jusqu'au point oii agit cette tension. 

Il résulte de là que les forces (BA), P, Q, R, S, T, (FG) 
doivent se faire équilibre. Ces conclusions sont une con- 
séquence immédiate du principe des vitesses virtuelles, 
ou, si Ton veut, du principe de l'équilibre des corps 
solides. 

154. Réciproquement, si Ton a 

(CB) i=r résuit. (BA) et P, 
(DC) =r résult. (BA) et P, Q, 



il y aura équilibre, car ces équations équivalent à 

(CB)=: résuit. (BA)etP, 
(DC) = résuit. (CB) etQ, 



qui expriment que chacun des sommets est en équilibre. 
Ceci posé, par un point o [fig* 34) menons op parai - 

Fig 34. 







\ f^ 






--k 



lèle de même sens et égale à P, menons pq parallèle de 
même sens et égale à Q, ... ; ceci fait, prenons oa parai- 
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lèle de même sen» et égale à (6A), tg parallèle de même 
sens et égale à (FG); si le polygone funiculaire est en 
équilibre, la ligne polygonale aopqrstg devra se fermer 
d'elle-même, et le point a devra coïncider avec le point g; 
les tensions (AB), (BC), (CD),... seront alors repré- 
sentées par les droites ao, ap^ aq^ ar^.... Cette remarque 
est due à Varîgnon. Rapportons maintenant le polygone 
à trois axes ox, ay^ oz] soient Xi, Yj, Zi les projections 
de P sur les axes, Xj, Yj, Z^ les projections de Q,. . .•, 
soient «i, jSj, y^ les angle6 que AB fait avec les axes, «j, 
1^9) ft les angles que BC fait avec les axes, . . . , on aura 

/ (BA) cosa, = X, + (CB) ces «j, 
, V 1 (CB) cos as = Xa 4- ( DC) cos a^ , 

(DC) cos aa = X3 4- (ED) cos a^ , 

On aura deux autres systèmes d'équations analogues, et à 
ces formules il faudra joindre 

IAB cos a, -f- BC cos aa -f- . . . = AG cos (AG, ox) , 
AB cos p, -4- BC cos pj -h . . . = AG cos (AG, or) , 
AB cos 7, + BCCOS72-+-. . .= AG cos (AG, oz), 
(3) cos^ a, -+- cos^ Pi -4- cos' 7, = I , . . . . 

Soit H le nombre des sommets du polygone funiculaire, 
les équations (1) et leurs analogues sont au nombre 
de 3«, les équations (2) sont au nombre de 3, les équa- 
tions (3) au nombre de w -H 15 nous avons donc en tout 
3«-l-3-|-/^-f-i ou 4'^"l-*4 équations entre Xi, Y,, 
Zi,. . ., ai,(3i,7i,.. . (BA), (CB),. . ., c'est-à-dire entre 
3/1 -f- 3 (7z-hi)-h w-l-i = 'jn-\-4 quantités. On pourra 
donc se donner les 3n quantités Xt, Yi, Zi, . . . , c'est-à- 
dire P, Q, R, . . . , et Ton pourra calculer les tensions et 
les directions des côtés du polygone funiculaire 5 on 



' 
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pourra au contraire se donner la forme du polygone et 
calculer les forces P, Q, R, . . . à Taide des équations (i); 
mais ce dernier problème sera indéterminé, parce que 
Ton pourra choisir arbitrairement une partie des ten* 
sions. 

in. — Problème des ponts suspendus. 

155. Dans la théorie des ponts suspendus, il s'agit de dé- 
terminer un polygone funiculaîre plan, de telle sorte que 
les projections horizontales de ses divers éléments soient 
constantes, et de telle sorte que chacun des sommets sup- 
porte une même charge p. Les extrémités du polygone 
sont à la même hauteur^ la longueur totale du polygone 
est donnée. 

Soient /i, /,, /a,. . ., /„ les longueurs respectives des 
côtés, «1, a,, . . . , a„ les angles qu'ils font avec une hori- 
zontale prise pour axe des jc; soient tj, ^j, . . . ,/„ les ten- 
sions des côtés, et x la projection donnée de chaque côlé^ 
soit enfin L la longueur totale du polygone : on a évi- 
demment 



(2) 



( I ) tx 005 a, ■=! t-i CCS aj •=. ti ces a3= ...=/„ ces a^ , 

^1 sin ai — u sin aj r= t^ sin a^ — r, sin 0.^=^ . . . 

= /„_, sin «;_, — tn sin a„ 1= /?, 

( 3 ) /j ces ai = /a COS 0L2 = . . ,=z l„ ces a;, =:r j: , 

(4) /, + /a + ...-f-/„ = L, 

(5) /, sin a, -f- /j sin a, 4- ... -h /« sin a„ = o : 

en tout in équations et 3 w inconnues Ti, fj,..., /i, /iv» 
«1, «j,.... Des formules (i) et (2) on lire 

ti cos a.1 — fj cos aj in o , . . . ,* 
ti sin ai — /, sin a, m y^ , . . . , 
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d'où 

p C05 a, p cos «3 

ti — -; — ; : ? /j = -: — ; : j • • • * 

sm (a, — oLi) sin(a2 — ct^) 

pCOSOLi pcoscii 

ti — -; — ; — • : ? 'a — -: — ; : , . . . . 

sm (ai — oLj) sin[as — a^) 

Ces formules feront connaître fj, ft,. . . en fonction de 
«1, otf^...^ et «1, 0^2)* •• seront calculés en fonction de /i, 
/),.... Voyons comment on calculera /j, /s, ... ; de (i) 
et (a) on tire 

(6) tang»! — tangaj=tangai — langa3=:...=langa„_, — tanga,,; 
de (3) on tire 

cos a; = •- ) Sin a; =: 9 tang OLi = ) 

et par suite (5) et (6) deviennent 

(7) v/zT^^- sji\^^^-sii\-x^- v//y=^=. . ., 

(8) v/'T^' + V^'î -- ^'H = 0» 

on posera alors 

et les équations (7) et (8) donneront 



• 



Eu substituant ces valeurs dans (4)9 on aura une équa- 
tion en J qui fera connaître cette quantité et par suite 
«1, iij,..., c'est-à-dire /i, /j,..., et le problème sera 
résolu. On simplifie beaucoup les calculs en admettant 
que n est impair et que IVlément du milieu est hori- 
zontal ; mais le calcul que nous venons de faire s'applique 
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au cas OU les points d'attache ne seraient pas à la même 
hauteur. 



IV. — Equilibre d'un fil flexible. 

156. Considérons un fil inextensible homogène dont 
tous les éléments sont sollicités par des forces de même 
ordre que ces éléments, et proposons-nous de déterminer 
les conditions d'équilibre de ce fil. 

Rapportons-le à trois axes rectangulaires ox^ oy^ oz\ 
soient jc, y^ z les coordonnées de l'un quelconque M de 
ses points ; soit ds la longueur d'un élément compté à 
partir du point M, et e la masse de l'unité de longueur 
du fil. Si l'on coupait le fil au point M, l'équilibie se 
trouverait rompu, mais on le rétablirait à l'aide d'une 
force T appliquée en M, et à laquelle on donne le nom 
de tension au point M. 

Il est facile de voir que la tension doit être tangente à 
la courbe affectée par le fil. En effet, considérons un arc 
infiniment petit MN, les forces qui le sollicitent sont : 
1° les tensions exercées en M et en N 5 tP les forces exté- 
rieures dont l'intensité est de l'ordre de MN; si alors 
on suppose l'élément MN solidifié, ce qui ne trouble pas 
l'équilibre, et si l'on prend les moments par rapport à 
un axe passant en N, les moments des forces extérieures 
seront du second ordre, car leur intensité est infini- 
ment petite et leur bras de levier l'est également, le 
moment de la tension en N est nul \ donc le moment de 
la tension en M doit être du second ordre 5 or ceci ne 
peut avoir lieu que si la tension se trouve à une dislance 
du second ordre du point N, car la tension est une force 
finie, puisqu'elle doit faire équilibre à la résultante de 
toutes les forces qui sollicitent la portion du fil située d'un 
même côté de M; ceci revient à dire que la tension est 
tangente au fil. 
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Pour bien comprendre la valeur de ce raisonnement, 
il faut observer que Ton augmente le moment des forces 
extérieures en les supposant appliquées en M et en pre* 
nant leurs moments individuels avec le même signe, et 
alors encore on voit que la somme de leurs moments est 
du second ordre. 

Ecrivons que l'arc MN = ^5 solidifié est en équilibre; 
les équations des moments ont déjà été considérées im- 
plicitement, elles nous ont fait connaître la direction de 
la tension; il n*y a plus qu^à considérer les équations 
de projection. 

1S7. Soit T la tension en M, T -4- rlT la tension en N ; 
soient X, Y, Z les projections de la force qui sollicite 
Télément MN rapportée à Tunité de masse du fil. La 

projection de la force T sur l'axe des x sera — T— ? 

la projection de la force T-f- ^T sera T ^ -h t/ ( T — U 

la projection de la force extérieure sera Xer/5; on aura 
donc 



et de même 






ou bien 



Zids-hdlj 



I d*x dx dT __ 

ds^ ds ds 



d^r dy dT 

d^z ^ ^_ 
ds* ds ds 
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Multiplions la première de ces équations par dx^ la 
deuxième par dj^ la troisième par dz^ et ajoutons, en 
observant que 



dxd^x dfd^y dzd^z 
'"dl^ ' d? ^ di^ ^^' 



( 



il viendra 

dl 

(2) ifX£/a:-+-Y<r-4-Zrf«) H- —ds=zo. 

Lorsque la quantité sÇSLdx -h ^dj- -h Zdz) sera une dîi- 
férentielle exacte ^y(j:,j^, z)y Téquation précédente fera 
connaître T, et Ton aura 

? l'^yXf «) — ? (^o,ro, Za ) = To — T, 

•^0? J'o» ^0 et To désignant* les valeurs de jr, j-, z, T en un 
point déterminé. On voit que T ne dépendra que de 
Q([x^jr^z), T une fois connu, les équations (i))OU même 
deux d'entre elles, feront connaître la forme de la courbe 
affectée par le fil. La fonction 9 joue ici le même rôle que 
le travail dans le théorème des forces vives, coiAme nous 
le verrons plus loin. 

Lorsque « (Xrfx -H Ydy -h Zdz) ne sera pas une diffé- 
rentielle exacte, on pourra trouver T comme il suit; on 

multipliera la seconde équation par -7-) la troisième par 

— et Ton retranchera les équations l'une de Taulre; on 
aura ainsi 



ds ds ) 



d^X ^^ d^z dy'\ 

ds^ ds ds^ ds I 



On obtiendra deux équations analogues à celle-ci entre 
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lesquelles on pourra éliminer T : ce seront les équations 
différentielles de la courbe cherchée. 

L'élimination de T et de — entre les formules (i) 
conduit à la relation 

X(^/>j dz — d^z dy) + Y(rf»z dx — d'x dz) 

-+- Z [d^x dy — d^y dx) == o, 

et l'on voit que les coefficients de X, Y, Z sont, à un fac- 
teur près, les cosinus des angles que la normale au plan 
osculateur fait avec les axes; donc la force (X, Y, Z) est 
située dans le plan osculateur de la courbe. 

158. Problème. — Tromper la forme d^ équilibre d'huit 
fil flexible tendu sur une surface donnée par son équa^ 
lion 

(3) f[x,y,z) = o. 

Dans ce cas, la force (X, Y, Z) est normale à la surface, 

et, par suite, à la courbe affectée par le (il, car la seule 

force qui sollicite le fil est la réaction de la surface. Mais 

alors on a 

Xr/a: + ^dy -f- Zdz = o. 

En effet, le premier membre de celte équation divisé par 

yX*-|- Y'+ Z* et par ds représente le cosinus de l'angle 
que la force (X, Y, Z) fait avec l'élément ds de la courbe 
affectée par le fil; mais alors l'équation (2) donne 

dT* 

~— z= o on T=const.; . 

ds 

ainsi : 

159. %a tension est constante dans toute la longueur 
du fiL 

En introduisant celte hypothèse deï = const. dans les 
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formules (i), elles deviennent 

(4) ^Y + Tg: = o. 

Eu faisant passer eX, eY, eZ, dans les seconds membres, 
en élevant au carré et eu ajoutant, on trouve 

ou bien, en désignant par p le rayon de courbure de la 
courbe, 

F désignant la force qui sollicite le fil, on en conclut 



Le rayon de courbure varie donc en raison inverse do 
la réaction normale de la surface. 

Nous avons vu que la force F était située dans le plan 
osculateur de la courbe; il en résulte que^ la force F étant 
normale à la surface, 

160. Le plan osculateur de la courbe affectée par le fd 
est en chaque 'point normal à la surface^ et, par suite y 
la force F est dirigée suivant le rayon de courbure ; elle 
varie^ comme nous avons vu^ proportionnellernent à la 
courbure, 

\,es équations différentielles de la courbe s'obtiennent 
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en éliminant T entre les équations (4) ; on a ainsi 

I d^x I d^x ï ^*^ 

X'd^^Y~ds^~^Z~d?' 

Or la force F étant normale à la surface, X, Y, Z sont 
proportionnels aux cosinus des angles que la normale à 

la surface fait avec les axes, c'est-à-dire à -—î ■—-» ~^« 

dx dy dz 

En remplaçant alors dans les formules précédentes X, Y, 

df'dfdf 
Li par -r- < -r-9 -T-j il vient 

* dx dy dz 

^ ds^ * dx ds^ ' djr ds^ ' dz 

161. L'intégration de ces équations est un problème 
difficile, et en général au-dessus des forces de l'analyse. 
Toutefois on peut démontrer qu'elles définissent une ligne 
géodésique de la surface, c'est-à-dire une ligne qui est la 
plus courte possible^ entre deux quelconques de ses points. 

Soient, en effet, oc^^y^^ z^ elx^^ju ^t deux points pris 
sur la surface, la longueur S de l'arc qui joint ces deux 
points sera donnée par la formule 

S = Ssjdx^ H- dy^ -H dz\ 

m 

On déduit, en faisant varier les deux membres, 

-^ rdxSdx -{- dyêdy -h dzSdz 
oS=z i . ? 



-S 



\jdx^ H- dy^ H- dz 
OU 

*dx§^dx H- d/Sdy -h dzSdz 



SS 



__ rdxB^a 



ds 



En intégrant par parties, il vient en observant que la quan- 
ti té qui sort de dessous le signe f est nulle aux limites. 



^S = — j(sxd -^ -4- ^yd 



^ -+. ^zd -^ ). 



ds ds 

I. 12 
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On doit avoir pour la ligne minima 

6) 8xd — -f- $Yd -^^$zd -- — o. 

^ as as as, 

équation à laquelle il faut joindre Téquation (3). En fai- 
sant varier cette équation, on a 

Il faut maintenant éliminer Tune des variations ix^ ^j^ 
âz^ et égaler à zéro les coefficienls des variations res- 
tantes^ mais on peut aussi employer la méthode des multi- 
plicateurs. A cet effet on multipliera (6) par X, on ajou- 
tera à (7) et on égalera à zéro les coefficients de Sx y $),, 
c^z, on aura ainsi 

^ ,dx df ^ ,dy df ^ , dz df 

ds duc ds dy ds dz 

d'où Ton déduira les formules (5) par Télimination de X. 
On remarquera, du reste, l'identité de ces dernières for- 
mules avec les équations (4)9 dans lesquelles on a substi- 

tué -f^ -—5 ~> à eX, êY, eZ ^l'kds à T. Les constantes 
dx dy dz 

d'intégration se détermineront, dans tous les cas, en 

exprimant que la courbe passe par deux points donnés 

(j?o,Xo^ ^0) et (x,,7-i, Zi). 



V. — Théorie de la chaînette. 

162, Problème. — Déterminer la forme d* équilibre 
cTun fil flexible hom,ogène et pesant attaché en deux 
points fixes A et B. 
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Reprenons les équations (i) du paragraphe précédent 
„ _, iPx clT dx 

Sî dans ces formules on fait X = o, Y = o, Z = — g, 
c'esl-à-dire si l'on prend Taxe des z vertical et dirigé de 
bas en haut, il vient 

d'^x dl dx 

ds^ ds ds ' 

( I ) < T —T— -\ 7- — - = o , 

^ ' ^ ds^ ds ds ' 

ds^ ds ' ds 

Les deux premières équations s'intègrent immédiatement 
et donnent 

ael b désignant deux constantes, on en déduit 

dx a 
et, par suite, 

b 
Y =^ - X -\- const.; 
a 

ce qui prouve que la courbe cherchée est plane et verti- 
cale. Ce résultat était évident à prioii. 

Si Ton prend alors pour plan des zx le plan même de 
la courbe, les équations (i) se réduiront à deux : 



12) 



d^z dl dz _ 
'd? '^'dl d's~'^^' 



12. 
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En intégrant la dernière équation, on a 

dz 
T-=ges + c, 

c désignant une nouvelle constante. Cette équation, com— 

binée avec la première équation (a), donne, après avoir 

éliminé T, 

dz Si c 

dx a a 

ou bien, en différenliant par rapport à a: et en représen— 
tant ^- par /r, 



On intégrera cette équation en posant 



On aura ainsi 



dp 



ou 



P± = ''Sl^^P' 



PJL= = kdz. 



X On en conclut, en intégrant et en désignant par /* une 
constante, 

^ i -\- p^ = Â-z -\- i 
ou bien 

p =2 ^(/-z-f- /)■'' — I, 

c'est-à-dire, en vertu de (4), 



g = ^(*z + 0'-.; 



l 
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<l'où 

dz 



=/ 



En désignant par 7 une nouvelle contante, il vient 
ou bien 



<?('+y)* = itz -+- / -f- v/( Az -h iy — I . 
On en lire 

e-(*+y)* = Az-hi — v/(if«4-/)' — I, 

«t, par suite, en ajoutant, 

163. Prenons pour axes l'horizontale du point A et la 
verticale du point 6 ^ soient a la distance horizontale, |3 la 
distance verticale des points A et B, en sorte que les coor- 
données de A soient a et o, celles de B, o et |3 ; soit / la 
longueur du fil, on peut déterminer i, 7, k en fonction 
de a, |3, /; en effet, réqualion (5) doit être satisfaite pour 
jc = a, <z = o et pour a: = o, ^ = j3 5 on a donc 

(6) 2/ = <?(•*+/)* + ^- (•+•'>*, 

{9) 2 ^P -h 2/ = tf>* -h e-v*; 

on tire ensuite de (5), en différenliant, 

2 — = e*(*+y) — e-*('+y) ; 
dx 

donc 

I -f- [ -3^ j = y [e^('+/) -f- c-*(*+y) -f- 2], 
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et en extrayant les racines, 

dx 2. -* 

En intégrant depuis x •= o jusqu'à x = a, on aura 

(8) / = —[eH'+J) — e-h'-^J) — e^J -f- e'^J]. 

2 A' 

Les formules (6), (7) et (8) permettront de calculer les 
constantes /, /, k en fonction des données a, j3, / de la 
question. Ces équations sont transcendantes; leurs solu- 
tions ne sont pas toujours réelles. On conçoit en effet que 
la longueur / doit être supérieure ou au moins égale à la 
distance des points A et B. 

En transformant les coordonnées et en remplaçant x 

par X — /, z par z — y? l'équation (5) prend la forme 

A' 

très-simple 

2 A' 

Cette équation représente une courbe à laquelle on a 
donné le nom de chaînette^ et dont nous allons étudier 
les propriétés. 

164. La tension en un point quelconque se calculera à 
l'aide de la formule 



d'où l'on conclura 









a désignant une constante 5 pour déterminer cette con- 
stante, on fera successivement iT = o, a^ = ce ; en désignant 
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dx 
alors par jt/o et juti les valeurs correspondantes de — ? par 

To et Ti celles de T, on aura 

Mais en projetant toutes les forces qui agissent sur le fil, 
on a 

Tov,-4-T,v, -h/é's^o, 

Vo et V, désignant les valeurs de -r- en A et B. Ces deux 

ds 
équations, feront connaître Tq, Ti, et par suite a. 



§ VI. — Étude des propriétés de la chaînette. 
165. Reprenons l'équation de le chainette 



(0 


*-^ («*' + «-*'). 


on en tire 




(2) 


dz 1,1 i V 
dx % ' 



et Ton reconnaît que la chaînette est symétrique par rap- 
port à l'axe des z^ que le point le plus bas a pour coor- 
données o et y*, enfin l'ordonnée de la courbe ainsi que 

sa dérivée vont en croissant quand la valeur absolue de x 
augmente ; cette courbe n'a pas d'asymptotes. 
En différentiant (2), on a 



dH_k 
dx"^ 2 



(3) = (,.« + ^-*x). 
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Des formules (i), {2) et (3) on tire 

(4) ^'^ = '^, 

L'équation (5) permet de rectifier Tare de chaînette 
compté à partir du point le plus bas^ en effet elle donne 

ou 

ax 2 
par suite, en intégrant depuis x = o, 

(7) ^=n(^'-^''^ = jzi^ 

r équation (6) donne 



ou 

^ s 



I zdx =: 



Donc, Vaire d'un segment de chaînette est égala Paire 
d'un rectangle ayant pour base l'arc correspondant et 

pour hauteur le paramètre -r • 
Des équations (4) et (5) on tire 
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Donc, dans la chaînette le rayon de courbure est propor-^ 
tionnel au carré de l'ordonnée^ 

Le rayon de courbure est égal à la normale^ 
La normale est proportionnelle au carré de V or- 
donnée. 

Cette dernière propriété fournit une construction de 
la normale, et, par suite, de la tangente. Des équations (6) 
et (7), on tire 



et par soustraction 



ou bien 



z.= l+,^ 



Ainsi, Varc de chaînette, compté à partir du point le 
plus bas, est le côté d^un triangle rectangle dont Vhypo- 

ténuse est t ordonnée et dont le paramètre j est l'autre 

côté. 

De là un moyen de rectifier Tare de chaînette lorsque 

la courbe est construite et, par suite, de construire un 

rectangle égal à l'aire d'un segment de chaînette. 

L'équation (7) 

I dz 

k dx 

montre que l'arc de chaînette est le côté d'un triangle 

rectangle dont l'autre côté est le paramètre -7 et dont 

l'angle opposé est l'angle que fait la tangente avec l'axe 
des X ou l'angle que fait la normale avec l'ordonnée. 
Il résulte de là et du théorème précédent, que l'on con- 
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struitun triangle rectangle, ayant pour hypoténuse Tor- 
donnée, en abaissant du pied de l'ordonnée une perpen- 
diculaire sur la tangente, ce triangle aura pour côté y et 

A' 

s^ et la distance du pied de l'ordonnée à la tangente sera 
Y 5 c'est-à-dire constante. (Pour comprendre ce raison- 
nement il est bon de faire la figure.) 

Mais la perpendiculaire abaissée du pied de l'ordonnée 
sur la tangente rencontre cette tangente en un point 
dont la distance au point de contact est s ; le pied de la 
perpendiculaire en question appartient donc à une dé- 
veloppante de chaînette dont l'origine serait au point le 
plus bas de la chaînette 5 enfin la perpendiculaire con- 
stante j abaissée du pied de l'ordonnée sur la tangente à 
la chaînette est la tangente de la développante^ donc : 

166. La développante de chaînette dont V origine est 
au point le plus bas est une courbe dans laquelle la tan- 
gente est constante, 

La courbe en question porte le nom de tractrice. Son 
équation différentielle résulte de sa définition, elle est 



ou 



V'-'W. 


I 


dz 
dx 


= 1' 


r (dzy-\ 1 


« \dxl 


I donne 




\dx) "" i — ^2 


P' 
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OU bien 



kz 
c'est -à-dîre 



= dxf 



I , —- I , , 14- V^i — k'z^ 

X -f- const. = - y I — k^7} — y log nep. —r-^ • 

Pour z=. -T'i X doit s'évanouir; on aura donc 

const. = o, 
et, par suite, 



o: = - v'i — A^z» — ~ log nep. j-^ 

On voit que pour ^ = 00 on a a: = 05 la tractrice a donc 
pour asymptote J'axe des x\ du reste son ordonnée, d'a- 
près la manière dont elle est construite, reste positive, et 
l'équation précédente montre que x croît en valeur ab- 
solue quand z décroît. 

167. Parmi toutes les courbes planes qui passent par 
deux points fixes et qui tournent autour d^un même axe 
situé dans leur plan, la chaînette est celle qui engendre 
Vaire minima. 

L'expression de l'aire engendrée par les lignes qui 
passent par les points donnés est 

V= iTcJ'zds'y 
on en tire 



'fi' 



$Y=iiz I ( 8zds-hz-- Sdx-JfZ -^Sdz]- 

as as 



En intégrant par parties et en observant que les limites 
sont fixes, on a 

^V=r27r//j $zds — d (z -J-j^^ — '^i^-T-]^'^ ' 
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Pour quMl y ait minimum il faut que 



ds — d\z--\ = o, 



Ces équations donnent 



dz 



s^z-- = a, 

. . as 

dx 
z — = cl 
ds ' 

a et c désignant deux constantes, la dernière équation 

peut s'écrire 

fdzY z" 

OU bien 

dz 



v/ 



8» 



1= dx\ 



d'où Ton tire, en désignant la constante d'intégration 
par /r, 

et, par suite, 

( x-^k x->(-k \ 

c ^ -i-e *" j: 



c*est l'équation d'une chaînette. Les constantes c et A: se 
détermineront en exprimant que la courbe passe par les 
deux points donnés. 

On peut observer que le travail d'un système de 
forces est une différentielle exacte $9, la fonction (f est 
maxima ou minima dans la position d'équilibre. Or, 
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dans le cas où les seules forces extérieures sont les poids 
des divers éléments du système, le travail $cp est égal à 
la quantité d^, dont le centre de gravité se déplace, multi- 
pliée par le poids total du système^ donc, dans la position 
d'équilibre, on doit avoir $^ = o, c'est-à-dire que le 
centre de gravité est le plus haut ou le plus bas possible. 

Il résulte de là que de toutes les courbes de longueur 
donnée, celle qui a le centre de grai^ité le plus bas poS" 
sible est la chaînette ^ 

En vertu du théorème de Guldin^ la surface engendrée 
par une courbe tournant autour d'un axe situé dans son 
plan est égale à la longueur de la courbe multipliée par 
la circonférence que décrit son centre de gravité; donc, la 
courbe qui aura son centre de gravité le plus bas engen> 
drera Taire minima; donc : 

De toutes les courbes planes ayant une longueur don- 
née et passant par deux points donnés tournant au- 
tour d^un axe situé daiis leur plan, celle qui engendre 
Paire minima est une chaînette. 

Le calcul des variations conduit au même résultat, 

VU. — Courbe des ponts suspendus. 

168. Si l'on admet que les divers éléments de la chaîne 
d'un pont suspendu tendent vers zéro, on pourra assimiler 
cette chaîne^ un fil, dont chaque élément serait chargé 
d'un poids proportionnel à sa projection. 

Il est facile alors de calculer la forme de la courbe af- 
fectée par le fil. Les équations d'équilibre d'un fil sont 



Xi 


H- 


dT dx 
ds ds 


H-T 


ds^ 


— 0, 


Ze 


H- 


dX 
ds 


dz 
ds 


-HT 


dH 

ds^ 


0. 



1 
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Si Ton fait alors X=o etZ = A-r-> on a 

as 

« dx , dz , 

as as 

on en conclut 

dz h — kx 

dx a 

et par suite 

h k 

z= — X x'+c; 

a a 

a^h^ c désignant trois constantes, la courbe cherchée 
est donc une parabole. On déterminera les constantes en 
exprimant que le fil passe par deux points donnés et que 
sa longueur totale est donnée. 
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CHAPITRE VIL 

SUR L'ATTRACTION. 



I. — Attraction des sphères. 

169, Les corps de la nature s^attirent, ainsi que le 
prouvent les phénoinènes astronomiques et certains phé- 
nomènes physiques. Nous admettrons que deux éléments 
infiniment petits s'attirent proportionnellement à leurs 
masses et en raison inverse du carré de leur distance. 

Ceci posé, proposons-nous de déterminer Fattraction 
totale exercée par une sphère homogène sur un élément 
de masse m. Soit p la densité de la sphère, a son rayon, 
/ la distance du point attiré au centre de la sphère. 

Prenons pour axe des z la droite qui joint le point 
attiré m au centre de la sphère et pour origine le 
point attiré m. Soient r, 6, ^ les coordonnées polaires 
d'un élément de sphère, le volume de cet élément sera 
r* dr sin 6 dO di^*^ sa masse sera p r' dr sin Q d6 d^. Si Ton 
désigne par k l'attraction que l'unité de masse exerce sur 
l'unité de masse à l'unité de distance, l'attraction exercée 
par l'élément de sphère sur m sera 

' =- ou Avw p dr sm d a9 a\p ; 

la composante de cette attraction suivant Taxe des z sera 

km p dr sin cos9 dO d-^ ; 
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les composantes normales à Taxe des z se détruisent 

deux à deux; par suite, l'attraction totale G de la sphère 

sera 

G = km ^fffdr sin ces ^d^d-i^^ 

Tintégration par rapport à ^ doit se faire entre les limites 
o et (p et donne 

G = 27t Am pffdr sin ces dB. 

Si le point m est situé hors de la sphère, on aura 
l^a^ et il faudra intégrer par rapport à r entre des 
limites qui seront racines de Téquation de la sphère 

û* z=: r^ -h /' — ilr cos 0, 
c'est-à-dire entre les limites 

/cos0 — sjo" — /^ sin»0, /cos0 4- ^a* — /Hin»0; 
on trouve ainsi 

G = 4'^^'^p/sin0cos0 yja^ — /'sin^0 dB. 

Les limites de B sont o, et le demi-angle du cône cir- 
conscrit à la sphère ayant son sommet à l'origine, c'est- 
à-dire 



o et arcsin-j9 



on a donc 



arc sin -r 



G =: — 47r Xwp -^^ \[a^ — /» sin»0)M 



ou 



4 



s 



On peut écrire cette expression ainsi 

4 

On peut donc énoncer le théorème suivant : 
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Théorème I. — L'attraction exercée par une sphère 
homogène sur un point extérieur est la même que si 
toute la masse de cette sphère était réunie à son centre. 

Si le point attiré est intérieur à la sphère, l'inté- 
grale G, 

G = ^rn^J J Jdr sin cos OdQd-^^ 

ne peut plus s'évaluer de la même façon; on intégrera 
d'abord, par rapport à v(/, entre o et 27:, et l'on aura, 
comme plus haut, 

G = 2 TT / /w pffdr sin G cos dQ, 

Il faut actuellement intégrer depuis r = o jusqu'à l'une 
des racines de l'équation de la sphère, c'est-à-dire jus- 
qu'à 

/ COS0 H- s/a^ — P sin' ; 

on trouve alors 

G=: in Ampf{lcosB -h s/^' — l^ sin'0) sin0cos0^/0, 

et l'intégration devra se faire, par rapport à 0, de o à tt; 

on a donc enfin 

4 
G = -^ Tzhmpi. 

Théorème II. — L^ attraction d'une sphère sur un 
point intérieur est proportionnelle à la distance de ce 
point au centre de la sphère. 

Lorsque le point attiré est sur la sphère, on a l = a, 
la sphère passe par l'origine, G est toujours donné par la 
formule 

(jz=: mk pffjdr cos sin B d^d^-y 

en intégrant par rapport à (p, on a 

G = lit mkpf fdr co%B sin dB, 
I. i3 



» 
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Il faut mainlenant intégrer depuis r = o jusqu'à 
r = 2acos0, ce qui donne 

et en intégrant enfin de o à -? on trouve 

2 

G = --Tt mtrpa ou ^Tr/w/p/. 

Dans la théorie de F attraction ^ on donne le nom de 
potentiel d'un point par rapport à un corps attirant A, 
à l'intégrale 

dans laquelle m désigne la masse du point attiré, jx la 

masse d'un élément du corps attirant A, et r la distance 

du point m à l'élément [i. Le signe Z s*étend au volume 

entier du corps attirant. 

Proposons-nous de calculer le potentiel d'un point m 

par rapport à une sphère; en faisant usage des mêmes 

coordonnées que tout à l'heure et des mêmes notations, 

on aura 

11 = pr^dr siii BdBd^, 
et, par suite, 

U =fffkm prdr sin BdBd'^. 

On voit ainsi que U a une valeur finie et déterminée. 

En intégrant, par rapport à <|/, depuis o jusqu'à 2 7r, 

on a 

U = 2 TT A m pffr dr sin dB , 

1° Si le point est extérieur, on a />• a, et l'on intégre 

depuis /cos6 — y/a* — l*sm*d jusqu'à Zcos6-|-y/a' — l*sm*0] 
on trouve ainsi 

U = TT/ii A- p/(/*cos'G — n sin'0 -hû*-f- 2 /cos ^û»— /'sin'ôj sin d9 
— itm X p/<^/'cos*d — /»sin*ô-|-û'— 2/cosô^fl*— /*sin*e)sinÔrfô, 
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OU bien 

U 1= 4^ X/wp//sin9 cosô dB y/a»— l^ sin^Ô; 

la dernière intégrale doit être prise entre les limites 

o et arc sin -: on a donc finalement 

4 a' 

IJ = ^ If km ù -— • 

a° Dans le cas où le point attiré est intérieur, l'inté- 
gration doit se faire, par rapport à r, entre les limites 

o et / cos6 + yja^ — /' sin'0 ; on a alors 
U=:ïr/-/wp/(/»cos»e— /*sin'9H-û2-f-2/cosôV^âj^— /' sin'ô) sin ô c^O, 
et en intégrant entre les limites o et tt, par rapport à d, 

U = TTifwp r2{rt'— /^^ "^ I ^' 1 
ou 

3^ Enfin si nous supposons le point attiré sur la sphère 
même, on a toujours 

U=: iiKAmpfJ*rdrsinBdBd-^\ 

il faut intégrer, par rapport à r, de o à 2 a cosô, ce qui 

donne 

V = ^irAm pfa} cos* sin dB , 

puis, par rapport à 0, de o à -*, on a donc 

4 

Remarques. — Lorsque Ton connaît l'attraction exer- 
cée par une sphère sur un point m, il est facile d'en dé- 
duire l'attraction relative à une couche sphérique. 

i3. 



L 
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Soit- Z la distance d'un point m au centre d'une couche 
sphérîquede rayons Ri et Rj. L'attraction exercée parla 
couche sera la différence des attractions exercées par les 
sphères de rayons Rj et Rj; ainsi en supposant d'abord 
/ > R2 > Ri , l'attraction sera 

4 R3 4 r; 4 R,^-Rr 

Si le point attiré fait partie de la couche, alors 
R2 ^ ^ ^ Ri 5 et l'attraction est égale à 






Si le point est intérieur, on a Rj ^ Ri ^ /, et l'attrac- 
tion se réduit alors à zéro. Ainsi on arrive à ce résultat 
remarquable, que l'action d'une couche sphérique sur un 
point intérieur est nulle. 

Nous avons supposé que les couches étaient homogènes, 
mais on voit facilement comment on étendrait les ré- 
sultats précédents à des couches spbériquesdans lesquelles 
la densité serait une fonction de la distance au centre. 

II. — Théorie du potentiel. 

« 

170. — Considérons un corps A de forme quelconque, 
rapportons-le à trois axes rectangulaires-, soient |, y), Çles 
coordonnées d'un point quelconque de ce corps, p sa den- 
sité au point considéré; désignons toujours par k le coei- 
ficient de l'attraction, c'est-à-dire l'action exercée par 
l'unité de masse, sur l'unité de masse, à l'unité de dis- 
tance. L'action exercée par l'élément considéré sur le 
point [oc^j^ z), situé à la distance u et dont la masse est 
m, sera 
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les composantes de cette action parallèles aux axes de 
coordonnées seront 

hmùd\dr\dX^ 9 Ampd^dndÇ, 9 /impd^dnd^ ; 

par suite, les composantes de l'action totale du corps A 
sur le point M seront 



=/// 



Ç — X 
km^d^dnd^ 



— y 



(i) / Y=: \ \ ikm^dld-ndX,''^ 

Z= I j j Ampd^dndl^ ^^ 

ces intégrales devant s'étendre à tout le volume du corps 
A. Si le point m est extérieur à la masse attirante A, on 
reconnaît immédiatement que X, Y, Z sont finis et sont 
les dérivées partielles de la fonction 

(2) . V= j 1 jkmpd^dnd^^, 

dans laquelle on a 

u^=z (g - xy-{- (n—yy^ (Ç _ z)% 

et, par suite, 

udu = — (Ç — x)dx — (>î — x)<ix — (Ç — z)dz, 

La quantité U n'est autre chose que le potentiel dont 
nous avons parlé tout à l'heure . 

Lorsque le point m fait partie de la masse attirante, U, 
X, Y, Z se présentent sous une forme indéterminée; mais 
la considération des intégrales singulières montre que 
U, X, Y, Z ont des valeurs finies et déterminées. Nous 
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allons prouver que dans ce cas on a encore 

dV dV d\] 

<3) ^=^' 5r=^' ^=^- 

A cet effet, autour du point attiré, décrivons'une sphère 
de rayon a. L'intégrale U pourra être décomposée en 
deux autres : la première Ui sera prise à l'intérieur de la 
sphère a, la seconde Uj à l'intérieur du corps A, abstrac- 
tion faite de la portion occupée par la sphère a. On aura 
alors 

(4) Uzz:U, + U,, 

et, par suite^ 

,^, dV dV, dV, 

(5) 



dx dx dx 

Soient Pi et p, les densités maxima et minimadu corps 
à l'intérieur de la sphère â, / la distance du point x au 
centre de la sphère, dont nous désignerons les coordon- 
nées par a, j3, y, nous aurons 

(6) i di 

On a vu, en outre (169) que le potentiel Ui dans le cas 
d'une sphère homogène était donné par la formule 

Dans le cas actuel on aura évidemment 

-^■nkm^, (3«2_ /2j > U, > 1 7rX/npj(3a'— /^ :, 

ou bien^ en désignant par 6 une quantité comprise entre 
o et I, 

U,=:^7rXm[p,+ G(p, — pj)](3«'--/^); 
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par suite, en vertu de (6), 

•^ = I ^^'/w [p, + ô (p, — pO] (« — ^) 

La limite de -^ est, comme l'on voit, zéro, quand on 

fait converger le point x vers le centre de la sphère a, et 
quand on prend a= o, la formule (5) donne alors 

^— lira — • 

mais -j- est la composante de l'attraction relative à la 

portion du corps A extérieure à la sphère «, cette quan- 
tité a pour limite la composante de l'attraction totale 
exélhcée sur le point m ; on a donc bien 

et les formules (3) sont encore vraies lors même que le 
point attiré est intérieur au corps attirant. 
Si l'on différentie les formules (i), on a 



dX d 

dx dx 



dX ^»u 

— ou — 
dy djr 



dZ d 

— ou — 
dz dz 






d'où l'on tire, en ajoutant, 

, , d^V d^V d^V 



^ «• 
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Mais cette formule a été établie en supposant finies les, 
quantités placées sous les signes d^intégralîon dans les 
formules (i), car les règles de la différentition sous le si- 
gne J ne s'appliquent que dans ce cas 5 il y a donc lieu 
d'examiner à part le cas où la quantité placée sous les 
signes d'intégration peut devenir infinie, c'est-à-dire le 
cas où le point attiré fait partie de la masse attirante. 

Si nous considérons encore une sphère infinitésimale 
de rayon a, contenant dans son intérieur le point {x^j^ z) , 
nous avons, en nous servant des mêmes notations que 
tout à l'heure, 

U r=: U. -4- U„ 

d^V d^H ^'U rf'U. e/'U, -i^U, 



dx^ dr^ dz^ dx^ dy^ dz^ 



dx^ dy^ dz^ 

mais le point (pc^y^z) étant extérieur à la masse dont le 
potentiel est U2, on a 



^'U^ ^'U, d'\} 



3 



= o. 



dx^ df dz^ 

et, par suite, 

^^U d^V ^^u ^2xj, d^jj, rf'U, 

1 1 :ri: 1 1 

dxi^ dy^ dz^ dx"^ dy^ dz^ 

Or on a trouvé 

en différentianl encore, on a 

« -^-r~— 3 7r^/w[p2-i-0(p. — pi)] -hû. 
fî désignant un ensemble de termes qui s'annulent pour 
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« = o, la limite de — ; — ^ est donc 

— ~iz kmpy 

m 

II j '^'U. ^^U. ^'U, , I . 

et, par suite, celle de , , H rr- H tt" est ésale a 

* dx^ dy dz^ 

la formule (8) donne alors 

, , rf'U d^V d^J5 

Celte formule peut être regardée comme générale, pourvu 
que l'on convienne de faire p = o pour les points exté- 
rieurs à la masse attirante. 

La formule (7) a été donnée par Laplace, la formule {9) 
par Poisson. Nous ferons, au sujet de ces formules, une 
remarque. Nous avons calculé les composantes de l'attrac- 
tion du corps A sur le point ni par des intégrales aux 
différences infiniment petites. Cette façon de procéder 
n'est pas rigoureuse, et dans le cas d'un point intérieur, 
elle doit conduire à des conséquences erronées. En effet, 
il est aujourd'hui, pour nous, hors de doute que la ma- 
tière se trouve composée de molécules isolées, agissant 
les unes sur les autres par attraction ou par répulsion. 
Si l'on considère un volume assez petit pour que Ton 
puisse, sans erreur sensible, négliger son carré, il y aura 
encore assez de molécules dans ce volume pour qu'on 
puisse considérer les actions de toutes les molécules qu'il 
contient sur une molécule extérieure comme sensible- 
ment égales, et leur résultante comme proportionnelle 
au volume considéré; mais si la molécule attirée est très- 
près du volume attirant ou même si elle fait partie de ce 
volume, les considérations précédentes seront tout à fait 
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inexactes. On devra donc renoncer aux intégrales ordi- 
naires pour prendre des intégrales aux différences finies; 
ainsi le potentiel et les composantes de Tattraction seront 
représentés par les formules 

"^çi ÂmyL (Ç — z) 



a» 



kmiu{n—x) 



z=2 



«3 



dans lesquelles |ui désigne la masse d'un point quelconque 
du corps attirant*, u ne s'annulant alors jamais, on aura 
dans tous les cas, ainsi qu'il est facile de s'en assurer, 

d'V d^V d^U 

-X^ —1- ., ■ Q 

dx' dy dz" ' 

en sorte que la formule de Poisson serait inexacte. 

III. — Attraction des ellipsoïdes. 

171. Proposons-nous d'évaluer le potentiel d'un point 
(â?, j^, z) de masse m par rapport à Tellipsoïde 

Ce potentiel est donné, comme nous l'avons vu, par la 

formule 

/wXp d\dn dt, 



"=/// 



// 



les limites des intégrales étant celles de Tellipsoïde. Pour 
effectuer l'intégration, Dirichlet [Comptes rendus^ 18^9) 
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commence par multiplier l'intégrale triple par un facteur 
qui s^annule quand ^, y}, ^ sont les coordonnées d'un 
point extérieur à rellipsoïde, et qui se réduit à Funité 
pour un point intérieur, ce qui permet de prendre pour 
limites — oo et -f- oo ; le facteur en question devra donc 
être nul pour 

et égal à l'unité pour 

^ + ^ + ;,<'5 

les formules de Fourier (^) nous donneront le facteur 

(*) Si le lecteur ne connaît pas les formules de Fourier, il peut s'en 
passer et trouver le facteur dont il est question par la méthode suivante : 
on a 



X 



^ ^9 = d: - , 



le signe du second membre étant celui de ^; faisant successivement 
b =g-i~i et h =g — ijona 

le signe H- correspondant au cas où ^> — i et le signe — au cas con- 
traire, et 

Jr« singrpcosy r^ cosgysiny _^7r 

f ' Jo ? ^' 

le signe •+• correspondant au cas où ^> i, le signe — au cas contraire. 
Des formules précédentes on tire 



/ 



00 .._ 1=^ pour^>i, 



cos^f sin p . 



o ? I == ~ P®"'' /» < I et > 0, 



et par conséquent 



if. 



^ cosf o sin 9 , 

— 2J: L dtp =10 ou I, 



o 

9 

selon que g est > ou < i . 
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en question, et si Ton pose pour un instant 



a 
on a en général 



H* -n" K' _ 

^2 "*" Xi "^ ';i« — ^' 






f{S) = -\ I /{o^) COSg(fCOSa(f doidff', 



et commey(g') doit être égal a i pour toutes les valeurs 
de g comprises entre o et i et nul pour les autres valeurs 
de g', on aura 

c'est-à-dire 

/ V ^/ . 2 /*°° sin® cosfi^© , 

(0 /(S')^! / „ ^ ?> 

^ Jo ? 

ainsi le facteur dont nous avons besoin est 
en sorte que Ton peut écrire 

ou bien encore 

(2) U^mX-p-T* P r^^ n ^^ei^^-^d^dndl^d^f, 

"^Jq »/ — oO t/ 00»/ 00 ''^ 

en convenant de ne prendre que la partie réelle du se- 
cond membre. 
Ceci posé, on a 



X 



er*^ rfx = ^— 
o 2 



Posons dans cette formule 



DEUXIEME PARTIE. — CHAPITRE VII. 203 

OU 



T— V/-I 



et 

d^ I — y/— I 

nous aurons * 






d'où nous déduirons 






» 



Remplaçons - par cette valeur dans Féquation (2), nous 



aurons 

►00 /»00 /•-f-00 /»-|-00 



J(^00 /»oo /•H-00 /»-|-oo /•-r-QOgJu- 
t/0 t/ 00 t/ — 00 t/ 00 Î>V^ 

si l'on remplace m* par sa valeur 



il vient 



(3) ^^(-v-y^»'^p p r ?!!î|,c........H^^^./^ 



£ 






00 

4-00 



e^ -^ dn 






00 
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or on a 



/»00 
J — GO 



et en posant 



.T^ 



aP*^— -^ 



OU 



X 



i-i—sl — I 



dx =r dp y/a - 






^ ' 



on a 






V2 

dans celte nouvelle formule, posons 

v — p — q, 

il viendra en regardant p comme seule variable 

y 2 t/ — ao 



OU bien 



v/7r(l-f-^^l)^,^,^-^ 



/»oo 
»/ — oo 



v/2a 

si maintenant on suppose tour à tour 



a* ' 
p=n, «=:-^ + +, agrizzj^,, 
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on aura 



— - — - ==.e z=z I e (ix. 



vK^++) 



la formule (3) devient alors 

U= — 2^— *i/wX-p 



•.v^V/(t-"')(7^')( 

posons maintenant 



hi 



nous aurons 



J/»ao /»oo 
f i ^__ 

O t/O 2 . / / ' 



'V(^-)(^ 



+ 1 I l^+ï 



si nous négligeons alors le coefficient de y— i, nous au- 
rons 



«^O */0 «2. // ' \ / ^ 



V(i=-)(i-)(r. 



H-I 



Si nous différentions U par rapport à or, nous trouverons 
la composante X de l'attraction parallèle à Taxe des x 

(4) ( r** r~ sin<pcosgy.2a? 
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Si Ife point attiré (x, y^ z ) est intérieur à Tellipsoïde, on a 






et à fortiori 



x^ y"^ z' 



+ t;-~ : < ' ; 



à^-\-t >»-t-^ r^-f-r 
c'est-à-dire g<C^\\ mais alors on a [formule (i)] 



X 



00 



sin^ cosg'f //f 7r 



et, par suite, l'équation (4) donne 

R désignant, pour abréger, le radical 

Si dans ces formules on change a, &, c en ae, £e, ce, il 
vient, en ne considérant que la première de ces formules. 



X^r-^"* 



ifiiikù Z*** dt 

L X I , 



R^ désignant la valeur que prend R quand ou change t eti 
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-• Si alors on change - en /, il vient 



x = -?"' 






Les composantes X, Y, Z ne sont donc pas altérées quand 
on augmente les axes de rellipsoïdedans un même rap- 
port, il en résulte que les attractions de deux ellipsoïdes 
homothéliques et concentriques sur un même point inté- 
rieur sont égales. Donc : 

Théorème. — L'atfracfton cVune couche homogène 
comprise entre deux ellipsoïdes homothéliques concen- 
tngues sur un point intérieur est nulle. 

Lorsque le point attiré est extérieur, on a 

^ + îr. + ?>'' 

et, par suite, on n^a 

fit ou h ', 1 <r I » 

que pour les valeurs de t supérieures à la racine positive 
T de Téquation 

x^ r^ 2' 

-4- re h -i =1- 



a^-^t f-ht c^-{-t 
Or^ pour g^ > I , on a 



X 



50 

Mil q> L'user , 

^ zrr O, 



sin(pcosg-f 



Par suite, les formules (5) sont encore exactes, mais les 
intégrales qui entrent dans ces formules sont nulles tant 
L i4 
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que t varie entre o et t, en sorte que l'on a 



X=: 



2/WTrXp /•^ dt 

^7 W¥' 



Y 



2m 

b 



Z — 



2/71 
C 





R 


=^ ^^ 




U-] 


|R 


€/^ 





" '1 (^-> 



IV. — Étude du ca« ou l'ellipsoïde 

EST DE RÉVOLUTION. 

171 bis. Pour obtenir les formules relatives au cas où 
l'ellipsoïde est de révolution, il suffit de faire a = b dans 
les formules du paragraphe précédent; ces formules, qui 
dépendaient des fonctions elliptiques, vont pouvoir s'ex- 
primer au moyen de logarithmes et de fonctions circu- 
laires inverses, et l'on aura. 



x = -^'" 









c 






T désignant o ou la racine positive de l'équation 






/l^-f-T 6*-f-T C'-h 



\ 
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selon que le point (t, jr, z) sera intérieur ou extérieur. 
Pour effectuer les intégrations, on posera 






et l'on sera conduit à la recherche d'intégrales de fonc- 
tions rationnelles de Q. 

Pour faire une application de ces formules, nous sup- 
poserons que Ton ait affaire à un point placé à la surface . 
de l'ellipsoïde ; nous supposerons l'ellipsoïde aplati et 
peu différent d'une sphère*, enfin nous poserons 

Nous aurons ainsi 



') V^ -f- 



c^ 



Y=:X^, 



X 



En posant alors 



nous aurons 






Y=:X-, 



dB 

^B—a^e^y 



rà^cd 
_ B{B—à^ 



On peut développer en série les quantités 



s/B — a'^e' 



,4. 
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I 



■79 qui entrent dans ces formules, et Ton a 

_ I 3 a*e* 



, , r"^ / i I a'c' 1.3 



Ô 



2 



Y=:X^> 






rr > , I / • 3 a^é^ 3.5 o*c* . ,^ 



c'est-à-dire 



__ ^ / / 1 i c- 

X = — 7.\xsJi — É?M ô H ï^ 

\3 2 5 



1.3 e« 



Yz=-2>rN/i-^M^ + ::F 



2.4 7 

I I <?2 1 . 3 c^ 



3 2 5 2.4 7 
/ ^ / > 3 c^ 3.5 e* 



3 2 5 2.4 7 

En désignant donc par p et ^ deux facteurs qui ne dépen- 
dent que de /ti, p et e, on a 

Xim— /;.r, Y==: — pf ^ Z = — qz. 



V. — Théorème d'Ivory. 

171 ter. On appelle surfaces du second degré homofo- 
cales, celles dont les sections principales ont les mêmes 

foyers. Soient 

x^ y"* z^ 

j:'» r'2 2" 

deux ellipsoïdes : ces deux ellipsoïdes seront homofocaux 
si Ton a 

«*— b^z=i a""— è'% b'^—c''— 6''— </% «»— c'= «'»— c'% 
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OU bien, r désignant une constante, 

(3) a'»— a^= ^'»— b'= r'»— c'=z r. 

Les points (x^j^ z) et (^\y\ z'), pris fcspectivement sur 
les ellipsoïdes (i) et (2), seront dits correspondants si 
Ton a 

Théorème I. — La distance $ de deux points [Xyjj z) 
et (\', r/, ^') pris respectii^ement sur chacun des ellip- 
soldes homofocaux (i) et [1) est égale à la distance A 
de leurs correspondants (x\ j', z') et (Ç, r„ Ç). 

En effet, on peut poser 

^ j J: = a cosoLy j=r^cosp, z =1 c cosy y 

|Çz=ûcosX, Yi = bcosii, Ç = ccosv, 

pourvu que Ton pose en même temps 

^ .^ ( cos^a -4- cos-'B -+■ cos'7 == I , 

(6) I 

( COS^X 4- COS^fA -f- COS'v == I . 

On aura alors, en vertu des formules (4), 

ix'=: a'cosoLy j'=: //cosp, z' ^=i c' cosy , 
Ç' = «'C0SX, 7i^= b' COSliy Ç'znrc'cOSv, 

et par suite 

• §^= (,r -^'Y^ {y ^ yy^ [z ^ z')\ 

c'est-à-dire, en vertu des formules (5) et ( j), 

ê''= «'cos'a -4- rt"cos^X — naa'cosu cos>. -f- . . . , 
et de même 

A^= a^cos^'k H- û'^cos'a — 2ârc'cosa cosX -f- . . . . 
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On en déduit 

S'— A»= (a''— a*)(cos»a — cos'X) + . . ., 
OU bien ^ 

i^ — ^^=T (cOS*a -4- COS'P -f- C0S*7 r- COS'X — - COS^fA — cos'v), 

c'esl-à-dire, en vertu de (6), 

d'où l'on conclut $ =;= A. 

Théorème d'Ivory. — L* attraction d*un ellipsoïde 
sur un point extérieur se ramène à V attraction de V el- 
lipsoïde homofocal passant par le point attiré sur le 
point correspondant. 

En efifet, les composantes de l'attraction de Tellipsoïde 
(i) sur le point extérieur [x^j^ z) sont données par les 
formules 

, X n^^ dt 

X=.— 2W7r^p— i > 

• '•> 

ou, si l'on veut, 

(8) X=: -— 2//î7rAûJ7 I . ==, 



Dans ces formules^ t désigne la racine positive de l'équa- 
tion 

— ^ ± j 

a* H- T b^-\'T c' -f- T 



(9) TTTTi ■^■^^^;"^7n^:;-~'' 



Cette équation, dans laquelle j*, j^ z sont les coordonnées 
du point attiré, peut être considérée, en vertu des rela- 
tions (3), comme représentant un ellipsoïde homofocal 
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avec rellîpsoïde (i). Lorsque x^j^ z deviennent coordon- 
nées courantes, cet ellipsoïde contient le point attiré. Si 
dans les formules (8) on remplace t par < -h r, on a 



_. 

{t-JfT-\-a^]sl(t 



ahcdt 



) y/ ( r + T -f- a » ) ( ^ 4- T -f- ^ ' ) ( / + T -f- C* ) 



Ces formules peuvent s'écrire 

T.mith^xabc 



X=: — 




00 dl 



[ (^+OvtSH(^'"*"')(^'^') 



Si Ton désigne alors par X', Y', TJ les composantes de l'at- 
traction de Tellipsoïde (9) sur le point correspondant de 
(x, j^ z)^ point dont les coordonnées sont 

xa jrb zc 

9 1 



on trouve 



•• > ... 

et l'on en conclut 

X bc 



X' y/^î + Tv/c^+T 



• 9 
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OU, si Ton veut, 



V/«M-^X' ^/^»-+-tY' v^c'-+-tZ' 

ahe 



v'(a»-+-T)(A»-4-T)(c» + T) 
Le théorème en question est donc démontré. 

N . B* — On trouvera de longs développements sur la 
théorie du potentiel dans la Statique de Tabbé Moigno; 
dans la Théorie mécanique de la Cftaleurpar M.Brioi. — 
Ces ouvrages renvoient aux sources originales. — p^oir 
aussi les Exercices du Père Jullien. 

EXERaCES. 

I. Pour qu'un point soit en équilibre sous rinfluence des 
forces OF, OF', OF",. . . qui lui sont directement appliquées , il 
suffit que le point soit le centre de gravité des points F, F', F", . . . 
auxquels on suppose des masses égales. (Leibnitz.) 

II. Soient AF et A'F' deux forces quelconques, construisons sur 
ces deux forces, comme Jarêtes |)pposées, un tétraèdre; imaginons 
un observateur ayant ses pieds en A (ou en A') et sa tête en F 
(ou en F'), et regardant A'F' (ou AF). Si le point A' (ou A) est à 
la gauche de F' (ou de F), nous regarderons le tétraèdre comme 
positif; il sera négatif dans le cas contraire. Ceci posé, prouver 
que : 

Si 1 on a des forces appliquées à un solide, la somme des té- 
traèdres construits sur toutes ces forces, prises deux à deux, reste 
la même pour tous les systèmes de forces équivalents. En parti- 
culier, si les forces en question se font équilibre, la somme des té- 
traèdres construits sur ces forces, prises deux à deux , est nulle. 

(Chasles.) 

III. Trouver les positions d'équilibre de trois sphères pesantes, 
placées à Tintérieur d'une même sphère. 

IV. Trouver les positions d'équilibre d'une tige pesante dont les 



-» 
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extrémités sont assujetties à demeurer sur une même sphère ou sur 
deux plans inclinés. 

V. Trois points assujettis à demeurer sur un même cercle se re- 
poussent proportionnellement à leur distance : trouver leurs posi- 
tions d'équilibre. 

YI. Lorsque des forces appliquées à un solide consentent toujours 
même intensité, même direction et même point d'application : 

1*^ On peut amener d une infinité de manières le solide dans une 
position telle, que les forces en question aient une résultante 
unique ; 

2° La résultante unique dans ses diverses positions rencontre 
toujours une même ellipse et une même hyperbole invariablement 
liées au corps* (Minding.) 

VIL Trouver la surface sur laquelle il faut placer un point ma- 
tériel sollicité par des centres fixes, pour qu'il reste en équilibre en 
chacun des points de cette surface. 

Étudier en particulier le cas où l'attraction varie proportionnel- 
lement à la distance, ou en raison inverse du carré de la distance. 

YIIL Le centre de gravité d'une zone est situé au milieu de sa 
hauteur. 

IX. SoitG^ la projection du centre de gravité d'un triangle sphé- 
rique ABC sur le rayon de la sphère qui passe en A ; soient le 
centre de la sphère; R, son rayon; «, b, c les côtés du triangle, on a 

^^ R ûsinèsinC 



2 An-B-f-C— TT 



N, B, On trouve dans les Exercices du P. JuUien un grand 
nombre d'exemples de déterminations de centres de gravité et 
de moments d'inertie. 

X. Le lieu des points d'un corps pour lesquels un des rayons 
de gy ration principaux conserve une valeur constante a pour 
équation 

jc^ r* x^ 

a:'-h/*-+- z^-H« x^ -{- y^ -{- z^ -k- b x^ -{- y^ -h z^ -h c ' 

a, b, c désignant des constantes. Le lieu en question porte le nom 
de surface des ondes. 
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XI. La recherche de la forme affectée par une lame élastique est 
un des problèmes que l'on propose dans les Cours de Mécanique 
appliquée aux constructions. Consulter à ce sujet : i^ la Mécanique 
appliquée de Bresse, t. 1**^, résistance des matériaux ; a° le Résumé 
des Leçons professées à V École des Ponts et Chaussées y par Navier ; 
3° la Mécanique de Poisson. 

XIL Trouver l'action exercée par un cercle sur un point placé à 
l'intérieur ou à l'extérieur de ce cercle, en supposant que chacun 
des éléments de cercle attire le point en question : i"" en raison 
inverse du carré de la distance; 2° proportionnellement à la 
distance. 



TROISIÈME PARTIE. 

DYNAMIQUE DU POINT MATÉRIEL 



CHAPITRE PREMIER. 

ÉQUATIONS DU MOUVEMENT. ~ MÉTHODES GÉNÉRALES 

D'INTÉGRATION. 



I. — Ë^^UATIOlffS DU MOUVEMENT. 

i 

172. Le problème que l'on se propose en Dynamique 
est de trouver la relation qui existe entre un mouvement 
et les forces qui le produisent. 

Nous nous occuperons d'abord du mouvement d'un 
point matériel. 

Nous avons vu (49) que la force qui produit le mou- 
vement d'un point matériel avait pour mesure le produit 
de l'accélération totale du point en mouvement par sa 
masse. Nous avons vu aussi que la direction de la force 
en question était celle de l'accélération totale du mobile. 
L'expression analytique de ces propositions va nous four- 
nir les équations du mouvement. 

Soient x^jy z les coordonnées du mobile comptées pa- 
rallèlement à trois axes rectangulaires. Soient X, Y, Z les 
composantes parallèles aux axes de la résultante F des 
forces qui sollicitent le point m (ou, ce qui revient au 
même, les sommes des projections sur les axes des forces 
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qui sollicitent le point m). Ecrivons que les projections 
de F sur les axes sont respectivement égales aux pro- 
jections de Taccélération multipliées par la niasse du 
mobile. 

D'après ce qui a été dit (n** 15), les projections de Tac- 
célération sur les axes sont égales respectivement aux 
accélérations du mouvement projeté sur les axes, cVst- 
à-dire à 

d*x d^y d'*z 
IF' 'dF^ 'dF^ 

dt désignant toujours Télément du temps. En sorte que 
nous aurons 

d^x 

m _- = Z. 

dO 

d^jc d^y d^z 
Si Ton se donne le mouvement du point m, —r-j — H^» -r— 

^ ' dt^ dt^ dt^ 

sont connus, et les formules (i) serviront à calculer X, 
Y, Z et, par suite, F, qui est la résultante des forces qui 
sollicitent le point m. 

Si Ton se donne, au contraire, l^s forces qui sollicitent 
le point m, X, Y, Z seront censées connues, et Tinlégra- 
tion des équations (i) fera connaître x, ^, z en fonction 
du temps. Les équations (i) sont simultanées et du second 
ordre; leur intégration est impossible en général. Il existe 
cependant des cas nombreux où cette intégration peut 
être effectuée complètement ou au moins en partie; le 
Chapitre actuel a pour but l'étude d'un certain nombre de 
ces cas. 
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IL — Mouvement d'un poiwt assujetti a demeurer 

SUR UNE surface DONNÉE. 

172 bis. Cas où il n existe pas defroUement, — S'il 
n'y a pas de frottemeni, Taction N de la surface sera une 
force normale dont la valeur inconnue doit entrer dans 
les équations du mouvement*, les trois équations (i) con- 
tiennent alors quatre inconnues. Pour déterminer x, j", 
z, N, il faut une quatrième équation : ce sera celle de la 
surface donnée : 

si celte surface est fixe, et 

(2) f{x,y,Zyt) = o 

si cette surface est susceptible de se déformer avec le 
temps. En appelant toujours X, Y, Z les sommes des 
projections des forces directement appliquées au mo- 
bile m[x,y^ 2), la résultante de toutes les forces qui sol- 
licitent le point m aura pour projections 

X-f-Ncos(N,ar), Y-+-Ncos(N,j), Z -+- Ncos(N, z), 
ou 

A désignant, pour abréger, la quantité 



que M. Lamé appelle le paramètre différentiel du pre- 
mier ordre de la Jonction f. (Nous mettons le double 
signe devant le radical, parce que la réaction de la sur- 
face peut s'exercer dans deux directions opposées; mais, 
dans chaque cas particulier, on saura quel signe on doit 
prendre.) 



I 

L 
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Par suite, les équations du mouvement seront 



(3) 



/ d'x 
m -77- 
k dt^ 


A da: 


r d. 




1 dH 

m 

dt' 





auxquelles il faudra joindre (i) ou (2), selon les cas. 

Cas où il y a frottement. — Souvent un point placé 
sur une courbe ou une surface ne se met pas en mouve- 
ment sous l'impulsion d'une force tangente à la courbe 
ou à la surface, et, pendant le mouvement, il peut arriver 
que l'action de la surface ou de la courbe ne soit pas nor- 
male; dans ce cas, la composante tangentielle de l'action 
de la courbe, décomposée en force normale et tangentîelle, 
est ce qu'on appelle le frottement. On admet générale- 
ment que le frottement est proportionnel à l'action nor- 
male de la courbe, dirigé en sens inverse du mouvement et 
indépendant de la vitesse. Dans ce cas, il faut modifier 
les seconds membres des formules (3) et y ajouter les com- 
posantes du frottement, qui sont 

nJi, n$:, nJ, 

ds ds ds 

ds désignant l'élément de trajectoire inconnue; on ajoute 
alors aux équations du mouvement la relation 

ds^=:dx^ -^ dy^ -f- dz^. 
III. — Mouvement d'un point assujetti a demeurer 

SUR UNE COURBE. 

173. Ce casse traite à peu près comme le précédent; 
mais il y a une inconnue de plus à déterminer : la direc- 
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tion de Taction de la courbe. En désignant par X, fz, y les 
angles que fait Inaction de la courbe avec les axes et en 
supposant quMl n'y ait pas de frottement, les équations 
du mouvement sont 

m — -— = X 4- N ces > , 

m ——■ = Y -4- N cosa , 
dt^ '^' 



d^z 



m 



dt 



- = Z 4- N cos V : 

2 ' 



on a, du reste, conservé les mêmes notations que dans les 
paragraphes précédents. A ces équations il faut joindre : 
i^ les deux équations de la courbe le long de laquelle se 
meut le point m; a** la relation 

cos'> -+- cos^p + cos'v =; i; 

3^ enfin Téquation suivante, où ds est l'élément de tra- 
jectoire : 

dx dy dz 

—r- COS> -j~ -r COSfX -\- -r- COSv =: o, 

ds ds ds 

ou simplement 

dx cos> H- djr cos it 4- dz CQSv = o, 

qui exprime que Taction de la courbe est normale. 

IV. — Force d'inertie, son utilité. 

174. On appelle ybrce d^inertie d'un point en mou- 
vement une force égale et directement opposée à celle qui 
produirait le mouvement du point. 

Soient m la masse; a:,j^, z les coordonnées d'un point 
matériel; t le temps : nous avons vu (172) que les com- 
posantes de la force qui produisaient son mouvement ont 
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d^ X (l^ Y d^ z 
pour expressions m — —-> m -— -» m -— ■: la force d'inertie 

aura pour composantes des quantités égales et de signe 
contraire à celles-ci. Ainsi les composantes de la force 
d'inertie seront 

d^x d'^y d^z 

— m —1 — 1 — m —, — > — m — — • 
dt^ dt^ dt^ 

L'accélération totale peut se décomposer en accéléra- 
tion normale et centripète 5 de même la force qui agit sur 
un point en mouvement peut se décomposer en force nor- 
maie dirigée suivant le rayon de courbure de la trajec- 
toire et en force tangentielle. On donne le nom dejorce 
centripète à la composante normale. 

La force centripète et la force tangentielle sont évidem- 
ment égales aux accélérations de même nom multipliées 
parla masse; elles ont donc respectivement pour expres- 
sions (12) 

. V d(f 

/w — et m -7- 1 
p dt 

i^ désignant la vitesse et p le rayon de courbure de la 
trajectoire. La force d'inertie pourra aussi se décomposer 
en deux autres: l'une normale à la trajectoire et l'autre 
tangentielle. Ces deux composantes seront égales et di- 
rectement opposées à la force centripète et à la force 
centrifuge. On leur donne le nom de force centrifuge 
et dejorce tangentielle d'inertie. 

Dans la plupart des Traités de Physique, on donne des 
détinitions de la force d'inertie qui sont tout à fait inin- 
telligibles. La force d'inertie et la force centrifuge n'agis- 
sent pas sur le mobile; elles n'existent pas; et, si leur 
notion a été introduite dans la science, c'est qu'elles fa- 
cilitent l'énoncé de certaines propositions, comme nous 
le verrons par la suite. 
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On a dit quelquefois qne la force centrifuge était la 
réaction de la trajectoire du mobile. Cette locution est 
vicieuse; elle éveille des idées totalement fausses dans 
Tesprit de ceux qui abordent Tétude de la Mécanique, et 
font naître des difficultés qui n'existent pas dans la 
science. Comment une trajectoire, une ligne matliéma- 
lique pourrait-elle exercer ou recevoir une action? Il 
n'y a que la matière ou plutôt le point matériel qui 
jouisse de cette propriété. 

Voici toutefois ce qui a pu faire naître ces idées dans 
Tesprit de certains auteurs, qui n'ont pas fait une étude 
sérieuse de la Mécanique rationnelle. 

Considérons un point assujetti à se mouvoir sur une 
ligne matérielle, c'est-à-dire dont tous les points seraient 
des points matériels (nous faisons ici une abstraction qui 
ne peut pas se réaliser) : l'action de la courbe fait naître 
une force normale. Si alors le point mobile n'est sollicité 
par aucune force directement appliquée^ ou si la force 
directement appliquée est tangente à la trajectoire. Tac- 
lion de la courbe sera précisément la force centripète ; 
cette action émane alors du point matériel de la courbe en 
contact avec le mobile; mais, en vertu du principe de 
Newton, le mobile réagit sur le point en question de la 
trajectoire; la réaction égale et directement opposée à 
l'action est égale, dans ce cas particulier, à la force cen- 
trifuge. 

Lorsqu'un point est attiré ou repoussé par un autre 
point matériel, il se met en mouvement, s'il n'est du reste 
sollicité par aucune autre force; mais il exerce sur le 
point qui agit sur lui une réaction égale à l'action qu'il en 
reçoit; dans ce cas encore très-particulier, la réaction, 
force égale et opposée à celle qui produit le mouvement, 
est égale à la force d'inertie. Ainsi, en résumé, la force 
d'inertie et la force centrifuge d'un point en mouvement 
I. i5 
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ne sollicitent jamais ce point. Ce sont des forces purement 
fictives. Si Ton venait à faire agir la force d'inertie d'un 
point matériel sur ce point, il se mettrait en équilibre. 

V. — Principe des forges vives. 

175. Nous allons maintenant montrer comment on 
peut, dans certains cas, trouver des intégrales des équa- 
tions du mouvement. 

Reprenons les équations du n° 172. 

m —, — = A, 

df" ' 

dans lesquelles X, Y, Z représentent les sommes des pro- 
jections sûr les axes des forces qui sollicitent le point 
in[x^y^ s), et multiplions la première par dx^ la se- 
conde par dj^ la troisième par dz^ il vient 

, , (d^x dx d^r dy d^z dz\ , ,^ , ,^ , „ , 

^ ' \dt^ dt dt^ de dt^ dt I 

mais en désignant par ^ la vitesse, on a 



••=(§)'- (i)'-(ï 



d'où Ton tire, en différentiant. 



d^x dx d^y dy d^z dz\ 
'dF Tt'^'dP li'^'dt^Tt} '* 



La formule (2) peut donc s'écrire 



p» 



2 



\ 
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OU 

(3) d.— z=^ Xdx -h Ydy -f- Zdz. 



1 



mv^^ produit de la masse du point matériel par le carré 
de sa vitesse, est ce que l'on appelle la force vii^e de ce 
point. Quant à Xrfx 4- ^dj-^ Tjdz^ c'est le travail de la 
force (X, Y, Z) correspondant au déplacement (cZr, d-y^ dz) 
réel produit par cette force j on lui donne le nom de tra- 
vail élémentaire, j [Xdx -hYdj -^Zdz) est ce que 

l'on appelle le traitait total de la même force, effectué 
depuis l'époque t^ jusqu'à l'époque t. 

Si l'on intègre la formule (3) depuis t^^ jusqu'à t^ on a 

(4) ! = / (Xdx-hYdx-hZdz), 

et l'on peut énoncer le théorème suivant, dit des forces 
"vives ou du traitait : 

176. Théorème. — La demi' variation de la* force 
vive d^un mobile pendant un temps quelconque est égale 
au travail total de la force qui sollicite ce mobile^ ^ff^^^ 
tué pendant le même temps. 

Ce théorème n'a d'utilité (relativement à Tiutégration) 
que si la quantité Xdx-h Y^ -f- Zfl^z est la différentielle 
exacte d'une fonction 

c'est-à-dire que si 

(^) ^-Tr' ^-Ty' ^-Tz^ 

alors, en effet, l'équation (4) pourra s'écrire 



mvi^ mv\ 



lyp"' 



2 2 

I. i5. 
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c'est-à-dire, en désignant par Xo, Jq^ Zq les valeurs de 
^5jj -2?, pour f = f^, 



iifp' mp^ 



La vitesse i^ ne dépend donc que de x, j^, i?, et si la 
fonction <j> est continue, i^ reprendra exactement la même 
valeur ^'^J toutes les fois que cp(a:, jr^ z) passera par la 
valeur cp (xq, j o? ^0)5 c'est-à-dire toutes les fois que le 
mobile rencontrera la surface 

y(x, X, «) = <p(^», Xo, «•) = const. 

Les surfaces 

y(ar, j, z) = const. 

sont ce que Ton appelle des surfaces de niveau. Des 
équations (5) on déduit 

X: ^=Y:^=:Z:^. 

' dx ' dy ' dz 

Or -T^j -—•? ;p ^nt proportionnels aux cosinus des angles 

uX uY ClZ 

que la normale à la surface de niveau fait avec les axes 
coordonnés; X, f, Z sont proportionnels aux cosinus 
des angles que la force motrice fait avec les mêmes axes. 
Donc la force motrice est normale à la surface de niveau 
traversée par le. mobile. 

Supposons maintenant le mobile assujetti à demeurer 
sur une courbe ou sur une surface fixe; soient N l'action 
de la courbe ou de la surface; X, |u, v les angles que N fait 
avec les axes, les équations du mouvement seront 

d^x 
m — r- = X -h N cosîi , 
dt^ 

d^Y 
m -r^ =Y-+-NcosiA, 
dt^ ^ 

d^z 
m -rr =^ Z -»- N cosv. 
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Si Ton multiplie ces équations respectivement par rte, 
dj^ dz^ et si on les ajoute on tombe sur la formule (2) de 
tout à Theure, car on a 

cos> dx -h co%^ dj -1- cosv dz = o, 

vu que le déplacement (rfx, dj"^ dz) est normal à la réac- 
tion N, dont la direction est donnée par les angles X, |u, 
V. En ejQfcc tuant alors les mêmes transformations que tout 
à riieure, on arrive au théorème suivant : 

177. La demi' variation de la force vii^e pendant le 
temps T d'*un point qui nest pas libre est égale au tra- 
vail des forces directement appliquées eff^ectué pendant 
le même temps. 

Ce théorème n'est, du reste, qu'un corollaire du pré- 
cédent si l'on observe que, dans le travail total de toutes 
les forces, le travail de la réaction doit disparaître, puis- 
que cette réaction est normale au déplacement du mobile. 

Remarque I. — Nous venons d'observer que, dans le 
théorème des forces vives, les actions des courbes et des 
surfaces fixes sur lesquelles doit se mouvoir le point m 
n'intervenaient pas 5 en d'autres termes, le travail effec- 
tué de ces actions est nul. Mais si le point m était assu- 
jetti à se mouvoir sur une surface mobile, le travail ef- 
fectif de l'action de la surface ne serait plus négligeable^ 
parce que le déplacement réel [dx^ dy^ dz) ne s'effectuerait 
plus alors perpendiculairement à la normale de la sur- 
face variable. 

Ainsi, par exemple : si Ton considère un point m en 
mouvement très-lent sur une sphère et si l'on fait mou- 
voir très-rapidement le centre de la sphère le long du 
rayon passant par le point m à l'époque Z, il est clair que 
le chemin réel décrit par le point m vers l'époque t sera 
sensiblement normal à la surface de la sphère mobile. 
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Remarque IL — Lorsque la fonction (p passe par un 
maximum ou un minimum, la vitesse i^ passe aussi par 
un maximum ou un minimum; mais alors on a 

dff = ou Xûte -h Ydjr -+- Zdz n= O, 

équation qui exprime que le point tn a atteint une posi- 
tion d'équilibre. Ainsi quand le mobile passe par une des 
positions où il serait en repos s'il n'avait pas de vitesse 
acquise, la vitesse qu'il possède est un maximum ou un 
minimum. 

Remarque IIL — Nous verrons, dans la suite, que le 
travail ILdx -+- ^ dj -f- TLdz est, dans la plupart des cas, 
une différentielle exacte. Cela lient à ce que les forces de 
la nature sont généralement des attractions émanant de 
centres fixes ou mobiles et fonctions des distances qui 
séparent les poinls attirants des points attirés. Ainsi /dé- 
signant la distance de deux points, leur action mutuelle 
développe, comme nous avons vu, un travail égal en va- 
leur absolue à yîi/^y désignant l'action réciproque de ces 
points, si donc/* est une fonction de / le travail sera une 
différentielle exacte. Les travaux développés par tant de 
points que l'on voudra seront des différentielles exactes, 
le travail total effectué sera donc une différentielle exacte. 

G. Q. F. D. 
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CHAPITRE IL 

ÉTUDE DE QUELQUES MOUVEMENTS RECTILIGNES, 



I. Du MOUVEMENT RECTILIGNE EW GÉNÉRAL. 

178. Lorsqu'un point matériel est sollicité par une 
force de direction constante et que sa vitesse initiale est 
dirigée dans le sens de la force motrice, il prend un 
mouvement recliligne; en désignant par x l'espace par- 
couru compté à partir d'une origine fixe, et par X l'in- 
tensité de la force, l'équation du mouvement est donnée 
par la formule suivante, dans laquelle m désigne la masse 
du point et t le temps (172) : 

(i) m — — = X. 

• * dO 

Si la force X est fonction de t seulement, on a 



X 



==//-■ 



et la vitesse est donnée par la formule 



= - [Hdt, 

^ J 



Lorsque X est fonction de x seulement, on pose 

dx 



dt 
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On en déduit 

, . d^x dif dp 

(^) ■dF = dt = di'"' 

Téquation (i) devient alors 

dx 

OU bien 

mdp,v z='X, dr, 
d'où 



-s/ 



"K-dx, 



La vitesse est ainsi connue, on en déduit 

dx dx , rdr 

— zr:!', —=dt, t= —, 
dt V J ^ 

et le problème se trouve encore ramené aux quadratures. 

Le problème est encore ramené aux quadratures quand 

X est une fonction de ^, dans ce cas on a, au lieu de (i) 



m ^=:X, m :~-=dt, m 



rdu 



dx 
Ou en déduit ^^ ou -~ en fonction de f, et une nouvelle in- 

dt 

tégration fournit x en fonction de t. 

Pour déterminer les constantes qu'amène l'intégration, 
et qui sont toujours au nombre de deux, puisque l'équa- 
tion (i) est du second ordre, il faut se donner la position 
du mobile et sa vitesse à Tinstant initial f = ^o ; on fait 
alors t = t^ dans l'équation qui fournit x et dans celle 
qui fournit f^ ; on en déduit la valeur des constantes en 
fonction de ^o et des valeurs de a: et de (^ pour f = f « qui 
sont données par hypothèse. 
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II. — Mouvement rectiligne d'un point attiré par 
UN centre fixe proportionnellement a une fonc- 
tion DE LA distance A CE CENTRE. 

179. Problème I. — Tvoui^er le mouvement d^un 
point sollicité par un centre fixe, proportionnellement 
à sa distance au centre^ et animé d^ine vitesse initiale 
dirigée vers le centre. 

Soit X la distance du point au centre d'action à l'épo- 
que 1 5 prenons la masse du point pour unité. Si la force 
est attractive, c'est-à-dire dirigée vers le centre d'action, 
la direction sera de sens contraire au sens dans lequel ou 
compte les espaces, elle pourra donc être représentée par 
— JiXf et l'équation du mouvemeilt sera 

(i) _ = _/.r ou --^^kx = o, 

A: désignant une quantité positive. Si la force était répul- 
sive, A: serait négatif. L'intégrale générale de Téquation (i) 
est 

(i) x = As\nt^A-\-Bcost^A', 

A et B désignant deux constantes réelles. Pour détermi- 
ner A et B, nous nous donnerons la vitesse initiale ^^ et 
la distance initiale Xq du mobile au centre. 
L'équation (i) différentiée donne 

(3) — =:v^X'(AcosfV^>t— BsinrV^); 

en faisant f = o dans (2) et (3), on trouve 
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L^équatîon (2) peut alors s'écrire 

x-=: — = sin/y^ -f- j:»cosf ^^. 

Le mouvement, comme l'on voit, est périodique, et le 
mobile repasse aux mêmes points à des époques éloignées 

l'une de l'autre de -= unités de temps^ la valeur maxima 

dx 
de X s'obtient en posant — = o, et alors la vitesse est 

nulle; or on a 

— = p. ces t\Jk — x^ ^ sin t \fk\ 

on en déduit, pour — = o, 

langrv/X=-^. 
jTo yX 



Si ^t, était nul on aurait 







TT 27r 

^ = 0, -r=9 — =? •••• 

yjk s/k 

Le mobile est animé, comme l'on voit, d'un mouve- 
ment oscillatoire, ce mouvement est à peu près celui que 
prend l'extrémité d'un ressort que Ton abandonne à lui- 
même, après l'avoir comprimé. Si la force qui sollicite 
le point m était répulsive, c'est-à-dire si A^ était négatif, 
on aurait, en posant /t = — (p, 

d^x 

et, en désignant par c et c' deux constantes, 

(4) *=i:f^\/Î4-c'e-'/F, 
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et, par suite, pour ^ = o. 
On en conclut 



T > 



c et, par suite, en portant ces valeurs dans (4), 

Pour î = 00 , a: est infini, le mobile s'éloigne donc in- 
définiment avec le temps. Nous rencontrerons plus loin 
ce mouvement et nous pourrons en donner une représen- 
tation géométrique qui en fera bien saisir les particula- 
rités. 

180. Problème II. — Tous les éléments (Vune droite 
fixe indéfinie attirent un point libre en raison inverse 
du carré de la distance / ce point part sans vitesse ini^ 
tiale^ déterminer son moui^ement. 

Il est clair que le mouvement du point s'effectuera 
suivant une droite perpendiculaire à la droite fixe^ car 
la résultante de toutes les actions de la droite est évi- 
demment normale à cette droite. Soit alors x la distance 
du mobile à la droite, à l'époque t\ soit ds un élément 
de la droite situé à la distance 5 du pied de la perpendi- 
culaire abaissée du mobile sur la droite *, soit enfin fds 
l'action de l'élément ds de la droite sur l'unité de masse 
i l'unité de distance. 

L*action de l'élément ds sur le mobile, dont nous pren- 
drons la masse pour unité, est égale à fds divisé par le 
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carré de la distance du mobile à ds'^ par suite cette action 
peut être représentée par 



fds 



et la projection de cette action sur la droite x sera 



fds X fx ds 
___ ou 



La résultante des actions de tous les éléments ds sera la 
somme de toutes les projections analogues dont nous ve- 
nons de trouver l'expression, ou bien 



/ 



OO 



fxds 



Cette force est attractive, l'équation du mouvement sera 
donc 

* fxds 



d}x _ Ç 
'dF~^'^ j 



c/-« (X' + ^*) 



Multiplions par dx les deux membres de cette équa- 
tion, puis intégrons depuis t = o jusqu'à ^ = f . On aura, 

en observant que— est nul pour / = o, ci en prenant 

la valeur de x pour t=o égale à Xq-, 






fds 



'x: 



on en déduit 



- = a/[log(< + ^x' + *») — log(*4- VxJ + *') ]r'> 
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ou 




ou enfin 

(7) «"=4/iogy/5 = 4/iog5 

dx 

Si Ton remplace sf par — » on a 



dt 



fdt 



\dxj 4/(log^o — logx) 
et, par suite, 

(8) ^t=(' ^ -, 

le problème est ainsi ramené aux quadratures. Sî l'on 
fait X = o, on aura le temps T que met le mobile pour 
atteindre la droite attirante 

dx 






i\lf[\o^x^ — \o%x) 

le temps demandé devant être positif, nous prenons le 
signe -h devant le radical (*). 

(*) Nous ne donnons pas à x de valeurs négatives^ parce que le mobile 
arrive sur la droite attirante avec une vitesse infinie; la force qui le sol- 
licite alors est infinie, et les lois de la Mécanique ne peuvent s'appliquer 
à des cas singuliers de ce genre qui ne se présentent évidemment pas dans 
la nature. Toutefois, si Ton tenait absolument à discuter les valeurs né- 
gatives de X, il semblerait naturel d'admettre, en vertu de la formule (7), 
que X dans la formule (8) doit être remplacé par sa valeur absolue; ainsi, 
pour les valeurs négatives de x, j'écrirais, au lieu de (8), 



•^ a vy ( log x^ — log r ) Jo 



dv 



a V^/(loga;, — logr) Jo 2//[loga:, — log(— x)] 

Cette formule montre que la plus grande valeur de — x est x^. Le mobile 
arrivé à l'abscisse — x^ aura une vitesse nulle; il se trouvera alors dans 
des circonstances analogues à celles où il se trouvait à l'origine du temps 
et son mouvement sera oscillatoire. 
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III. — Mouvement d'un point dans un milieu 

RÉSISTANT. 

181. Lorsqu'un corps se meut dans l'air ou dans un 
fluide, il exerce sur les molécules de ce fluide une cer- 
taine action ] les molécules du fluide réagissent alors en 
sens inverse, et le mouvement se trouve ralenti par une 
certaine force que l'on appelle la résistance du fluide. 

182. Problème I. • — Déterminer le moui^emenl d^un 
point sollicité par une force constante dans un milieu 
dont la résistance "varie comme le carré de la vitesse. 
On suppose que le point part du repos. 

Le mouvement que nous allons étudier est à peu près 
celui d'un corps qui tombe à la surface de la terre. 

Soient x la distance, à l'époque t^ du mobile à son point 
de départ 5 g' l'intensité de la force constante qui le solli- 
cite; — gv'^ : P la résistance du milieu; nous mettons le 
signe — devant l'expression précédente, parce que la ré- 
sistance agit en sens inverse du mouvement. L'équation 
du mouvement sera, en supposant la masse du mobile 
égale à l'unité, 



ou bien 






V 



1 



on en déduit 



dt ° k^ 



k'^dv 



ou bi 



en 



kd9 



-^) = ^gdt. 
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Si l'on intègre en ire les limites t = o et t = t, on a, en 
observant que 1^ = pour f = o, 



Xlog- =2gt; 

A* if 



d'où l'on tire 



A — P 



^ T 
-=<?* 5 



et, par suite, 



2gt 

v=zk 



e ^ — I 



ni 



OU 



^^^ di" H HT' 



gk _i_ ^ k 



en intégrant depuis < = o, il vient 

(2) x= — log-V^*+É^ */> 

g ^ 

ce que l'on peut encore écrire 

,3, .=i:[e + ,.«i{.-.r=f)]. 

Si k est très-grand, on pourra écrire sans grande erreur 
OU bien, en développant le logarithme en série^ 
c'est-à-dire 



X : 

2 
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Les lermes qui ne sont pas écrits contiennent -r en fac- 
teur; par suite, si Ton fait A = oo , on trouve 

.r = — 9 

2 

et le mouvement est uniformément accéléré, ce que l'on 
pouvait prévoir; car alors la résistance est nulle, et le 
corps est mû par une force constante. 

Il faut observer que x tiré de (2) ne change pas de 
valeur quand on change t en — t, ce qui indiquerait qu'à 
des intervalles de temps également éloignés de Torigine 
du mouvement, le mobile se trouve dans la même position, 
et^ dans ces circonstances, la vitesse a des valeurs égales 
et de signe contraire, comme le prouve la formule ( i ) . Mais 
les conclusions précédentes ne sont pas exactes, attendu 
que, pour les valeurs négatives de t, le mouvement 
s'exécutant dans un autre sens, la résistance alors ne 

serait plus —^ mais H- -77; en sorte que les for- 

n A' 

mules (i) et (2) sont inexactes pour t<^o. 

Le problème que nous allons résoudre tout à l'heure 
nous fera connaître le mouvement qui se produit lorsque 
la résistance agit dans le sens de la force g. 

La formule (i) montre que t^ est moindre queÂr, Téqua- 

lion différentielle du mouvement montre que — est po- 

sitif : donc la vitesse croît; elle atteint donc son maxi- 
mum pour z == 00 , et alors i^ = k et x = 00 . 

183. Problème IL — Un point se meut dans un 
milieu dont la résistance est proportionnelle au carré 
de la vitesse; il est sollicité par une force constante, et 
animé d^une vitesse initiale en sens inverse de la force 
qui le sollicite : déterminer son moui^ement. 
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En conservant les mêmes notations que dans le pro- 
blème précédent, Téquation du mouvemeni deviendra 

parce qu'alors la résistance agit dans le sens de la force. 
L'équation précédente peut s'écrire 

ou bien 

k du t> dt 

/•» -f- v^ ~'^ k ' 

d'où l'on lire, en intégrant depuis f = o et en désignant 
par i^Q la vitesse initiale^ 

(i) arctangy — arctang-j-=: — ^> 

A' «' A' 

ou bien, en prenant les tangentes des deux membres, 



<* r'A / (M'A gi 



d'où Ton tire 



gt gi gt 

— k tan g -- v^ cos -; k sin ^ 

K , k k 



ç=z k = k 



gt gt gt 

A- -t- ('o tang ^ k cos -7- H- t^o sin ~ 

A' A* A* 

Si l'on observe que le numérateur de la dernière frac- 

k^ 
tion est au facteur— près là dérivée du dénominateur, ' 



g 



l'intégration effectuée à partir de £ = o donnera 



X 



= — loc k cos -r- -f- Po sm ^ I 



Il semble, d'après cette dernière formule, que le mou* 
I. 16 
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vemeiit soit périodique, et même qu'il présente des 
phases d'interruption; mais il faut observer que cette 
formule a été établie en donnant un signe déterminé à 
la vitesse; elle cessera donc d^avoir lieu quand ^ passera 
par zéro. Pour ^'=o, la formule (i) donne 

/ = - arc tang j ; 

h partir du moment où l'on a i' = o, l'on se trouve dans- 
le cas du problème précédemment étudié, et le mouve- 
ment change de nature. 

[..es e:(emples précédents montrent suffisamment com- 
ment on traiterait les questions de mouvement dans 
lesquelles il existe une résistance proportionnelle à une 
fonction quelconque de la vitesse et une force constante^ 
et comment le problème du mouvement, dans ce cas, se 
ramène aux quadratures. 

Remarque. — En général les solutions singulières des 
équations différentielles de la Mécanique doivent être 
rejetées, parce que, ne contenant pas le nombre voulu de 
constantes arbitraires, elles ne permettent pas ordinai» 
rement de satisfaire aux conditions initiales. Toutefois, 
il y a des cas où une solution singulière pourrait satis- 
faire à la question, comme on va le voir. 

184. Problème III. — Trouver le mous^enient sollicité 
par une force proportionnelle à la racine carrée de la 
vitesse, et agissant dans la même direction que cette 
vitesse. 

Soient a: l'espace parcouru par le mobile depuis le mo- 
ment initial et i^ la vitesse, le mouvement est rectiligne 
et a évidemment pour équation 

d^ X dv j— 

('^ ^ = ^ = "^v/-. 
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t désignant le temps et k une constante positive ou néga- 
tive, on tire delà 

- = A'diy 



01 \/p 
ou bien, en intégrant, 

a désignant une constante. On peut écrire cette équation 
ainsi 

dx 

(2) pzzr— = (>Ç^-f-a)S 

d'où l'on tire 

(3) a:=.^{^t^aY-hb, 

b désignant une nouvelle constante. L'équation (i) est 
satisfaite , en prenant v= o ou a: = const. Cette so- 
lution est singulière , car elle ne rentre pas dans le 
type (3). Cette solution correspond au cas où le mobile 
partirait sans vitesse initiale; il est clair qu'alors, la force 
motrice étant nulle, le point devra rester en repos. Si 
l'on détermine des constantes a et & de manière à satis- 
faire aux conditions ^^ = pour i = o, x = o pour ^ = o, 
on déduit de ( 2 ) et (3) 

0=:-^ -\- b ou bz=zo\ 

ô A 



mais (3) donne alors 



x = iÂ-»f3; 



et. la solution singulière convient seule à la question 
dans le cas particulier que nous venons d'examiner. 
On conçoit en effet qu'il doive exister une discontinuité 

16. 
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dans le cas où (^ = o, car si le mobile a une trèâ*petite 
vitesse, cette vitesse va être augmentée par Taction de la 
force, si cette force agit dans le sens de la vitesse, et 
l'espace va croître indéfiniment avec le temps; si, au 
contraire, la vitesse est rigoureusement nulle, la force le 
sera aussi, et le point m restera en repos. 

Reprenons la formule (2). Si aelk sont de signes con- 
traires, Vf deviendra nul pour £ = — y La force qui sol- 

licite le point sera nulle en même temps, et le mouve- 
ment cessera. La formule (3) ne rend pas compte de 
cette circonstance, et le passage de la solution parti- 
culière à la solution singulière est un fait très-remar- 
quable. 



TROISIÈME PARTIE. CHAPITRE III. ^45 



CHAPITRE III. 

ÉTUDE DE QUELQUES MOUVEMENTS CURVILIGNES. 



I. — Forces centrales. — Principe des aires. 

185. Lorsqu'un point matériel est soumis à Taciion 
d'une force qui passe par un point fixe, on peut toujours 
trouver trois intégrales du mouvement 5 en effet, repre- 
nons les équations du Chapitre P*^ {voir n° 172) : 

d^x d^y d^z 

(0 ^-7T=^J 'w-T7=Y. m—-=Z, 

^ ^ dt^ ' dt^ ' dt^ ' 

dans lesquelles m désigne la masse du point matériel eu 
mouvement 5 x^j^z^ les coordonnées rectangulaires prises 
par rapport à trois axes fixes-, X, Y, Z, les projections 
delà force motrice sur les axes; £, le temps. Supposons 
que Ton prenne pour origine le point par lequel passe 
constamment la force. Multiplions la troisième équation 
par j^, la seconde par z, et retranchons, nous aurons 

mais si la force (X, Y, Z) passe par l'origine, on a 

X Y Z 

___ — „,^^ . __ . 

X y s ^ 
on a donc 

Zj — Y3=:0, 



246 TRAITÉ DE MÉGÂ.1VIQUE RATIONNELLE. 

ce que l'on aurait pu remarquer immédiatement en ob- 
servant que Zjr — Y z est le moment de la force (X, Y, Z) 
par rapport à l'axe des x [n^ 61) ; l'équation (2) devient 
alors 

dt^^ dr ' 

et Ton aurait deux équations analogues. On en tire, par 
l'intégration, 

a désignant une constante. Or le premier membre de 
cette dernière équation n'est autre chose que le double 
de la vitesse aréolaire (p. 11) de la projection du point 
mobile sur le plan des j"^. 
En effet, posons 

j = rsinÔ, z = rcosô, 

il vient 

dy dr dB 

-]r = -r sm H- rcosô -7-? 
dt dt dt 

dz dr , dQ 

-p = -r- cosô — rsiTïB -^t 
dt dt dt 

dz dy dB 

dt "^ dt dt 

et r' — est bien la quantité dont nous avons parlé. On 

peut alors écrire l'équation (3) ainsi : 

1 

— r^dB = adt. 

2 

Si l'on intègre et si Ton désigne par i l'aire décrite par le 
rayon vecteur projeté sur le plan des yz depuis l'é- 
poque foî on a 

'kz=za{t-—to). 
Donc : 



L 
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186. Théorème. — Lorsqii une force est constam- 
ment dirigée vers un centre Jixe, la projection du rayon 
vecteur de son point d"" application sur un plan fixe 
décrit des aires proportionnelles aux temps employés à 
les parcourir. 

Ce théorème porte le nom de principe des aires. Il 
fournit toujours, comme l'on voit (lorsqu'il y a lieu de 
l'appliquer), trois intégrales premières du problème dont 
on s'occupe, caries équations 



dz dy 



-i:y n^ = 2rt, 



dx dz , 

—r Z —j::=r20, 

dt dt 



dy dx 

di dt -^ 



j 



où a, è, c désignent des constantes, sont des intégrales 
du problème. Si l'on multiplie la première de ces for- 
mules par X, la seconde parj^, la troisième par z^ on a 

o^=- ax -\- hy '\- czy 

ce qui prouve que la trajectoire est plane. On pourra 
alors prendre le plan de la trajectoire pour plan des xy^ 
et le problème ne contiendra plus en réalité que deux 
inconnues, x et y. On aura quatre intégrales à trouver, 
deux intégrales premières et deux intégrales secondes. Le 
principe des aires fournit une première intégrale 5 si le 
principe des forces vives peut s'appliquer, on en aura 
immédiatement une nouvelle. Toutefois il n'est pas né- 
cessaire d'avoir recours à ces principes, c'est-à-dire de 
passer par les intégrales qu'ils fournissent, comme on 
peut s'en assurer par l'exemple qui suit. 

187. Problème. — Étudier le mouvement d* un point 
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sollicité par un centre fixe proportionnellement à la 
dislance. 

Prenons pour plan des xy le plan dans lequel se meut 
le point donné, et plaçons l'origine au centre d'aclion. 
Prenons la masse du mobile égale à l'unité; soient x et 7^ 
ses coordonnées, r sa distance à Torigine; soient enfin h 
Faction exercée par le centre fixe sur le mobile lorsque 
celui-ci se trouve à Tunité de distance, et t le temps. La 
force qui sollicite le mobile à l'époque t sera hr\ sa pro- 
jection sur Taxe des x sera Ârr-? ou Aj:, si la force estré- 



X 



pulsive, et — Ar-ou — kx si elle est attractive. Mais on 

peut la prendre toujours égale à hx en convenant de re- 
garder A comme positif ou négatif, selon que la force 
sera répulsive ou attractive. 

De même, la projection de cette force sur Taxe des j^ 
sera Ay, et les équations du mouvement seront 

on en tire 



a, a\ 6, i' désignant des constantes. Pour les détermi- 
ner on se donnera la position et la vitesse initiale du mo- 
bile 5 soient J"o> /o s^s coordonnées pour f = o, m et \f 
les composâmes de sa vitesse à la même époque. En dif- 
férentiant les formules (2), on a 



(3) 
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si dans (2) et (3 ) on fait / = o, on a 

Xf, = a -h a\ « = y /' (/? — a' ) , 

Ces équations déterminent «, è, a', b' en fonction dexo» 
j^^ li, Vf. Pour obtenir la trajectoire, il faut éliminer / 
entre les équations (2). En résolvant ces équations par 
rapport à e'*^ et e""*V*, on a 

ab' — ba' 

et, en faisant le produit de ces équations, 

{^b'x — a' y) [ay — bx) = (ab' — ba')\ 

Cette équation représentera toujours une conique. Lors- 
que A' sera positif, û, i, a', ft' seront réels, et la trajec- 
toire sera une hyperbole; lorsque k sera négatif, a^ &, 
a\ i' seront imaginaires, et la conique sera une ellipse. 
Pour nous en assurer, il suffit de changer k en — k : les 
intégrales (2) peuvent alors se mettre sous la forme 

X =za sinr y/X- + a' cosf v/X- , 
y.=: bsint^' -^ b' cost \Jk , 

a, a', i, b' désignant de nouvelles constantes réelles que 
l'on déterminerait comme tout à Theure. Si Ton calcule 

siu t sjk et cost^k^ et si Ton fait usage de la formule 

(sinr\/Â)'-h {cost)/AY= i, 

on trouve alors pour équation de la trajectoire 

( b'.v — ayy + (ay — bx^ :={ab' -- ba'Y^ 

ce qui est bien Téquation d'une ellipse dont le centre est 
a Torigine. 

En faisant usage du théorème des aires et du théorème 
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des forces vives, on obtient aussi la solution de la ques- 
tion, quoique moins simplement. 

II. — Etude du mouvement des planètes. 

187. Le lecteur sait que les astres peuvent se diviser en 
quatre classes : i^ les étoiles ou astres fixes dont les 
distances mutuelles ne semblent pas varier sensiblement 
pendant une période de temps considérable : parmi ces 
astres on doit ranger le Soleil; i^ les pianotes ou astres 
errants dont les distances mutuelles varient sensiblement 
dans l'espace d'une année et qui décrivent des orbites 
fermées autour du Soleil (ou autour d'autres étoiles); 
3° les satellites des planètes qui ne s'écartent que peu 
d'une même planète en décrivant des orbites fermées 
autour de cette planète : la Lune est le satellite de la 
Terre ; 4° les comètes qui apparaissent brusquement 
dans le ciel pour ne plus revenir qu'à des intervalles de 
temps très-considérables, souvent même infinis. 

Kepler, après dix-sept années d'observations labo- 
rieuses, est parvenu à formuler les lois suivantes, aux- 
quelles son nom est resté attaché : 

I** Les planètes décrivent des ellipses dont le Soleil 
occupe l'un des foyers ; 

2*^ Les rayons vecteurs qui joignent le centre du Soleil 
au centre d'une planète décrivent des aires qui varient 
proportionnellement au temps; 

3*^ Les carrés des temps des révolutions de deux pla- 
nètes sont proportionnels aux cubes des grands axes des 
ellipses décrites par ces planètes. 

Les comètes sont soumises aux lois de Kepler; elles se 
distinguent des planètes par la nature de leur orbite, qui 
est très-allongée et quelquefois même parabolique ou 
hyperbolique. 



^ 
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Les satellites des planètes se comportent vis-à-vis des 
planètes comme celles-ci vis-à-vis du Soleil. 

Bien que les lois de Kepler ne soient qu'approchées, et 
que l'on y regarde les astres comme de simples points 
matériels, en négligeant leurs dimensions vis-à-vis de 
leurs dislances mutuelles, nous allons essayer de sou- 
mettre ces lois à l'analyse, afin d'en déduire l'expression 
des forces qui sollicitent les planètes. 

Prenons pour axes de coordonnées deux droites rectan- 
gulaires passant par le Soleil et tracées dans le plan de 
l'orbite d'une planète; soient m la masse de cette planète, 
x^y ses coordonnées rectangulaires, r, B ses coordonnées 
polaires, X, Y les composantes de la force qui la solli- 
'cite, force évidemment située dans le plan de Torbite ; 

nous aurons 

d^x _ 

Si Ton suppose l'axe des x dirigé suivant le grand axe 
de l'orbite, 

(2) r= — I 

sera l'équation de la section conique décrite par la pla- 
nète. Dans cette formule, p désigne le paramètre, e l'ex- 
centricité de l'orbite. 

Soit c le double de l'aire décrite par le rayon vecteur 
dans l'unité de temps, on aura, en vertu de la seconde loi 
de Kepler, 

(3) r^dQ = cdt, 

r^dd désignant le double de l'aire décrite dans le temps dt 
et c une quantité constante. Ceci posé, multiplions les 
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équations (i) respectivement par y et par x, et retran- 
chons; nous aurons 






OU bien 



Observons alors que 

(4) j:=:rcos0, j = rsin0; 

nous aurons 

xdy — ydx z=. r^dO, 

et la formule (A) se réduira à 



'"âI'"I>=*^--^'^' 



c'est-à-dire, en vertu de (3), 

o =:xY — jX, 



ou bien 



-f. — z. 

X"" Y 



Les composantes X, Y étant proportionnelles aux coor- 
données x,jr^ on en conclut que la force qui sollicite la 
planète passe par Torigine, c'est-à-dire émane du Soleil; 
en désignant alors par (f cette force, on pourra poser 

X = <j> cos , Y = y sio ô , 

9 étant regardé comme positif dans le cas où la force est 
répulsive, et comme négatif dans le cas où la force est 
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attractive. Les équations (i) deviennent alors 

d^Y 
m —rr = çsinO. 

Multiplions la première équation par 

dx = dr CCS — rsmBdB, 
la seconde par 

dy = dr sinO -h r ces ô dB , 

et ajoutons, nous aurons 

d^x dx -h d'^Y djr , 

df" ^ 

En remplaçant x eiy par leurs valeurs (4), cette formule 
devient 

m r^dQ^-^dr^ 

(B) —d — = ffdr. 

^ dl^ ^ 

On simplifie un peu le calcul occasionné par ce change- 
ment de variables, en observant que d^xdx 4- d^jdj est 

la différentielle de - [dx^-^ ^*)î c'est-à-dire de la moitié 

du carré de l'élément de l'arc dont l'expression en coor- 
données polaires est r* dd^ -i- dr* » 

Dans la formule (B), remplaçons dt* par sa valeur 

— j- déduite de (3) ; nous aurons 



m r^d^-^ dr^ 
ou bien 



ci — d = «pr/r, 



2 \r' r* dQ'J ^ 
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rfi. 

Observons enfin que -;- est égal à ---9 il viendra 

* r^ du ^ aB 




(G) 



Or de la formule (2) on tire 



- = - (i — ffcos9) , 
r p ^ 



et, par suite, 



I- » 






La formule (C) devient ainsi 



d'où l'on tire 



d(i — 2^cosG -f- e^) = (fdr; 



,^^ c^m d , ^ ,dB 

(D 9=z --(i— 2tfC0SÔ-f- <?') — • 

^ ' ^ 2/?* d9^ ' dr 

La formule (2) donne 

dr — ^/7sin9 r^^sinô 

-^— ^3^ ^— —— ^— ^^— .^— • ^|^^2 -I ■ «».^^— — •— • 

c/e (l — <7COS9j* /? 

La formule (D) devient alors 
c'est-à-dire 

(5) ç==: -. 
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La force qui sollicite la planète est donc attractive et in- 
versement proportionnelle au carré de sa distance au 
Soleil. 

Considérons maintenant une seconde planète; soient m! 
sa masse, r' sa distance au Soleil, p' son paramètre, 
e' son excentricité, y' la force qui la sollicite; soient, de 
plus, ia et ia! les grands axes respectifs des deux pla- 
nètes, on aura 



c^'m' 



(6) ?'=- ^v"- 

c' désignant uue nouvelle constante. Or les aires totales 
des orbites des deux planètes sont 



t:a}slj—e^ et tta'^ v^i — e'^; 
on a donc, en vertu de la seconde loi de Kepler, 



c 




na^ 


VI- 


— 


e' 


2 


ita'' 


T 




ï 


c' 




— 


> 



T' 

T et T' désignant respectivement les temps des révolu 
tions des planètes m et m'. Les formules (5) et (6) de- 
viennent ainsi 

,_ ^'ir^a'*{i — e'^) m! 
Or, en vertu de la troisième loi de Kepler, on a 



> a 



1» a» 

Si l'on élimine alors T et T' entre les trois dernières 
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équations, il vient 

9 I — é^ m /?'/•'' a 
fsf I — e»'^ m! pr^ a' 

Si Ton observe alors que;7=rt ( i — e') et que p^=a[i — e'*), 

il vient 

9 m r'^ 

ce qui prouve que les forces qui sollicitent les planètes 
sont proportionnelles aux masses de ces planètes, en sorte 

que le rapport de cf à ~ est le même pour toutes les pla- 
nètes; en désignant ce rapport par A", on a 

mk 

? =— • 

Cette équation, déduite pour la première fois par Newton 
des lois de Kepler, constitue ce que Ton appelle le pnn- 
cipe de la grai^itation unwerselle. 

En vertu de ce principe, qui n'est qu'une extension 
légitime des formules que nous venons d'établir, deux 
points matériels s^ attirent proportionnellement à leurs 
masses et en raison im^erse du carré de leurs distances • 

Avant d'aller plus loin, faisons un pas en arrière, et 
discutons les résultats auxquels nous venons d'arriver. 

Nous avons basé la Mécanique sur trois principes fon- 
damentaux : le principe de l'inertie, le principe de l'ac- 
tion égale et contraire à la réaction et le principe de 
l'indépendance des effets simultanés des forces. Les con- 
séquences déduites logiquement de ces trois principes, 
appliquées aux observations astronomiques, nous font 
découvrir les forces qui sollicitent les planètes; et, en 
généralisant les résultats auxquels nous arrivons, nous 
admettons qu'ils s'étendent à deux points matériels qael- 
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coDques. D'où nous concluons la loi du la gravitation 
universelle. 

Jusqu'ici rien ne vient justifier les hypothèses que 
nous avons faites, si ce n'est peut-être la simplicité des 
résultats auxquels nous arrivons. Mais nous voici main- 
tenant en état de vérifier expérimentalement les prin- 
cipes de la Mécanique dans leurs conséquences. 

En effet, si la loi de la gravitation universelle est 
exacte, la cause qui fait tomber les corps à la surface de 
la Terre doit être l'attraction de la Terre; or on constate, 
à l'aide d'expériences délicates exécutées avec le pendule, 
et que nous décrirons bientôt, que l'intensité^de la pe- 
santeur varie en raison inverse du carré de la distance au 
centre de la Terre. 

La Lune obéit aux lois de Kepler, la force (p qui la 
sollicite et qui émane du centre de la Terre est donnée 
par la formule (5) 

l'accélération G due à cette force est donnée par la for- 
mule 

Or, en supposant l'orbite de la Lune à peu près circu- 
laire, on peut prendre p=:r\ c désigne le double de 
l'aire décrite dans l'unité de temps; cette aire peut être 

représentée par ■— > T désignant le temps d'une révo- 
lution. On a donc 

Or les mesures astronomiques font connaître r et T 5 en 
effectuant alors le calcul de G, on trouve un nombre 
I. ly 
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sensiblement égal à gp^ : r', g désignant l'accélération 
des corps qui tombent 'à la surface de la Terre et p le 
rayon terrestre. 

Mais les calculs dont nous venons de parler ne véri- 
fient que grossièrement les lois de Newton, et par suite 
les principes fondamentaux de la Mécanique; du reste, 
nous avons considéré les astres comme de simples points 
matériels, et les lois de Kepler ne sont que des lois 
approchées. 

Les astronomes ont admis la loi de la gravitation uni'» 
verselle comme une loi rigoureuse*, ils s^en sont servis 
pour déterminer les mouvements des astres en s' appuyant 
uniquement sur les principes de la Mécanique ration- 
nelle', et ils ont trouvé constamment les observations 
d'accord avec les résultats de la théorie. C'est surtout 
dans cette concordance que Ton doit voir la confirmation 
des principes de la Dynamique et de la loi de Newton. 

III. — Démonstration théorique des lois de képler. 

188. Problème. — Tromper le moui^ement d^ un point 
sollicité par un centre fixe en raison inverse du carré de 
la distance. 

D'après ce que nous avons vu § I, la trajectoire du 
mobile sera plane, et si l'on prend pour origine le centre 
fixe, et pour plan des xy le plan de la trajectoire, si de 
plus on désigne par r et 6 les coordonnées polaires du 
mobile, le principe des aires fournira une première équa- 
tion du mouvement 

(i) r^d^-=cdtf 

dt désignant l'élément du temps et c le double de Taire 
décrite dans l'unité de temps. 
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Soit m la masse du mobile, la force qui le sollicite pourra 
être représentée par —^\ l'élément d'arc de trajectoire 



étant \] r^ dB^ -\- dr^ ^ le carré de la vitesse sera 



dt^ 



n 



et le principe des forces vives fournira la seconde équa- 
tion du mouvement 

I /r^dB^^-dr'\ km , 
(2) d - m[ ; = dr; 

~ dr représente le travail de la force — qui solli- 
cite le mobile, ± dr désignant la projection de l'élément 
de trajectoire sur la direction de la force (67)» En inté- 
grant l'équation précédente et en désignant par h une 
constante, on a 

(3) -^i^^T + *- 

Du reste, en désignant par (^^ la vitesse initiale du mobile 
et par r^, do ses coordonnées initiales, on a 

(4) ^ = <-T 

Si de (i) on tire dt pour substituer sa valeur dans (3), 
on a 

r^dO^-hdr^ ik , 



r^c/Ô^» r 



ou 




'7 
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Posant alors 



(5) l=z. 



on a 



['-(a)']=>'-'. 



d'où Ton lire 

cdz 



dQ = ± 



sjb -\-ii.kz — c'3^ 

Si r va en croissant avec 0, z ira en décroissant, et il 
faudra prendre le signe — ; si /• va en décroissant^ on pren- 
dra le signe -h. Prenons le signe — , la formule précé- 
dente s'écrira 

— cdz 



d9 = 



\/ 



b -\ cz 

c^ \ c 



d'où l'on déduira 



^2 2 k 

Ô m: arc cos H- w, 

Sibc 



<ù désignant une constante; Cette formule peut s'écrire 

sjbc^ -h k' cos (e — ») = c'^z — X-, 



ou bien, eh remplaçant z par - » 



(6) 



c" 



k -f- y/^c'-f-A'2cos(Ô — w) 

Cette équation représente une section conique, dont le 
paramètre est -j» l'excentricité - yjbc*-h k* , et dont le 
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foyer est à l'origine. Posons 



f» 



- = «(i-e»), 

(7) ;' 

y sjbc" -f- k^ = e. 

En supposant, pour fixer les idées, e <^ i, ce qui suppose 
que la trajectoire soit elliptique, il viendra 

(6*«) — "^'-^^ 



I + ^cos(ô — &)) 

Cherchons, maintenant, l'expression de r et de 6 en 
fonction de t, 

A cet effet, éliminons dd entre (i) et (3) 5 de (1) on tire 



cdt 
d9= — , 



et, en portant cette valeur dans (3), 



c» fdrY ik 

r^ \dt] r 



On en déduit 



dj\ __ 

5^/ ^ 



lh c 



3 



r r^ 



^/=: 



OU bien^ en admettant que r croît avec ^, 
(8) ^,= ^^^ 

On pourrait intégrer cette équation directement par les 
procédés ordinaires du calcul intégral, mais il est plus 
simple d'introduire, dans la question, une variable auxi- 
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liaire que nous allons déterminer par les considérations 
suivantes : à la place de c et de 6, introduisons les con- 
stantes a Gle^k cet effet résolvons les équations (7), nous 
aurons 

a 

L'équation (8) deviendra alors 

rdr 



dt^ 



4 / -r^^ikr^ ak[\ — é^) 



ou bien encore 

rdr 



\j 'k J^aHx — 



^ — fl'(i — e^) -+- lar — r^ 

posons alors 

a — r^=. aecosu, 

ou bien 

(10) r=za[i — «cosi^), 
nous aurons 

dt= -h \/ T (^ — ^<^osu)duy 
ou bien, en désignant par t une constante, 

(11) t — T=i/—-{u — esinu). 

Cette formule renferme la troisième loi de Kepler, car 
après une révolution u a varié de 2Tr, et le temps d'une 

révolution sera 21: l/y 

Lorsque l'on aura résolu Téquation (ri) par rapport 
à II, r^quation (10) fera connaître r. Il reste maintenant 
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à calculer l'angle en fonction de t^ nous allons le calcu* 
1er en fonclion u\ pour cela, dans Téquation (6 his), rem- 
plaçons r par sa valeur déduite de (lo), il viendra 



ou bien 



ail — <?COS£^)= ; —-^ :5 



^-|-cos(0 — w) 

COStt = 



I -f-ecos{Ô — wj' 



on en tire 



I — costt I — e I — cos(Ô — «) 

I 4- cosw i-{-e i-f-cos(0 — w) 

ou, ce qui revient au même. 



I / I I C T 

(12) tang _(0 — w)=r4/— — tang-«. 

Cette formule fera connaître 6 quand on connaîtra u. Et 
l'intégration des équations du mouvement peut être con- 
sidérée comme terminée. 

Nous avons admis que l'on avait e <^ 15 si Ton avait eu 
e ]>> I on n'aurait pas pu poser 

r=z a[i — ecosu), 

parce que le rayon r peut croître indéfiniment dans l'hy- 
perbole. Nous laisserons au lecteur le soin de faire l'inté- 
gration dans ce cas; celte intégration n'offre, du reste, 
aucune difficulté 5 mais comme le mouvement elliptique 
est celui qui se présente dans la théorie du mouvement 
des planètes, nous nous y arrêterons encore quelque 
temps. 

Voyons quelles doivent être les circonstances initiales 
du mouvement pour que le mobile décrive une ellipse : on 
a trouvé (7) 

k 



% 
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Si Ton a e <^ I on aura une ellipse^ or e <^ i donne 

1 
ou 

J 
c'est-à-dire 

è<o. 



-7ï-^ï<^ 



-TT<^> 



On voit ainsi que c'est le signe de b qui fixera la nature 
de la trajectoire; or on a trouvé 



bz=zv^— — 



donc pour 



''o 



Un 

cj<^ — la trajectoire sera elliptique, 
^1^= — » » parabolique, 

pj ^ — » » hyperbolique. 

Lorsque (î = o, on a un cercle, et alors r* -j-» et /'étant 

constants, 9 croit proportionnellement au temps, le mou- 
vement est uniforme. 

Arrêtons-nous un instant au cas de la parabole. On a 
trouvé, équation (6)^ 



A -+- v/^cHh> cos(ô — w) 
Dans le cas de la parabole, on a seulement 



c^ 



k[l-h cos(ô — w)] 

Si Ton reprend alors la formule (8) 

rdr 
dt=:— - 9 

^br*-¥- 7.kr — c* 
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et si Ton pose 



c« 



P=j^ ô=o, 

il viendra 

rdr 



r = 



dt^ 



i-hcos(Ô-:«) ^k{ir—p)' 

et en désignant par t une constante 

(l3) ^ — T=ri (/? + /•) V^2r--/?. 

Si, dans Téquation 

(i4) r= 1 , 

^ ^^ i-f-cos(0 — wj 

on remplace r par sa valeur tirée de l'équation des aires 
r*dO = cdt^ il vient 

cat zzz ~ • 

[i-f-cos(ô — w)p 

Si l'on pose 6 — co = aif/, if vient 

cdt=-f--f-, 

2 ces* >p 
OU 

p^sëc^'^d'^j I 
cdt=- f~ r= -/?'sec'^^é/^I/(I -h tangU), 

aCOS*>{/ 2 T T \ D T/7 

et, par suite, en désignant par a une constante, 

c(i — a)== -/?M (ang^ _|_ - tang^^j. 

Pour « = T, on a r = - en vertu de la formule (i3), 

et, par suite, en vertu de (14)9 ^ — O!) = oout|/ = 05 donc 
a = T. La formule précédente devient alors, en rempla- 
çant a par t, c par ^fpk et (p par 9 

(i5) r-T = ^y/^[^tang^(0^a>)-f-itaDg'~(ô-a))]. 
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IV. — Application des formules précédentes 

A.U SYSTEME DU MONDE. 

189. Si nous admettons la loi de la gravitation univer- 
selle, et si nous observons que le Soleil est incompara- 
blement plus gros que les planètes^ nous serons portés à 
négliger , dans une première approximation , Tattrac- 
lion mutuelle des planètes pour ne considérer que celle 
du Soleil; enfin nous pourrons négliger les dimensions 
des astres et les regarder comme de simples points ma- 
tériels. 

Si l'on imagine alors un système d*axes passant par le 
centre du Soleil, et de directions fixes; si Ton imagine 
également un système d^axes fixes parallèles aux pre- 
miers; si Ton désigne ensuite par M la masse du Soleil, 
par m celle d'une planète, par x, y^ z les coordonnées 
de la planète prises par rapport aux axes fixes, par J, 
yj, Ç les coordonnées prises par rapport aux axes mobiles, 
par jTo, J^o» -^0 les coordonnées du Soleil, et par ^ l'at- 
traction exercée par l'unité de masse sur l'unité de masse 
placée à T unité de distance, on aura 



et, par suite, 

d^l d^x, _d^x 



7 



La force qui sollicite la planète est, en désignant par r 
sa distance au Soleil, 

M/w/ 



T"' 
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la projection de cette force sur l'arc des x sera 

Mmf X — x^ 



r» 



et, par suite, les équations du mouvement de la planète 

seront 

d^x Vimf X — jTo 

ou bien, en venu de (i) et (2), 

^ ' dt^ dt' r^ ^' 

Les équations du mouvement du Soleil sont 

d^Xo M mf X — Xq 



dt' 




r» r 


M 


d^Xo 
dt' 


Umf 



9 



• . 



ou 

(4) 

en éliminant JToîJKo 9 -^o ^^^^^ (3) et (4)5 on a 
(5) ^'5_ (M + /w)/Ç 



Cette équation^ qui est celle du mouvement relatif d'une 
planète, montre que ce mouvement relatif est le même 
que celui d'un point attiré par un centre fixe en raison 
inverse du carré de la distance. 

En effet, en désignant par Ç, yj, Çles coordonnées d'un 
point par rapport à trois axes fixes, par (M -f- wj^un 
coefficient constant, et par r la distance de ce point à 
l'origine, Faction d'un centre d'attraction placé à l'ori- 
gine pourra être représentée par 

— 7^ ' 
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et la projection de cette action sera 

les équations du mouvement du point (^, y?, Ç) seront donc 
bien identiques à (5). 

Il résulte de là que Ton pourra appliquer aux planètes 
dans leur mouvement relatif autour du Soleil les for- 
mules du paragraphe précédent, à la condition d'y faire 

(i) _ k = [U-^m)f. 

Ces formules sont 



' i-f-ecos(0— w) 

(3) rz=a{i — ^costt), 

(4) / — T = i/j(w — <?sina), 

(5) tang-(0 — w)zrr W__tang-f*. 

On donne le nom de problème de Kepler à celui dont le 
but est de calculer la position d'une planète en fonction 
du temps. 

Rapportons le mouvement de la planète à trois axes de 
directions fixes passant par le centre du Soleil Oa:, Oy, 
0^5 le plan des zy étant celui de récliptique5 soient zj^ 
yx^ xz les traces de la sphère céleste sur les plans de 
coordonnées, AS la trace de Torbite de la planète sur la 
sphère céleste, le point û et le point diamétralement op- 
posé sont les nœuds de la planète. Sôît A le périhélie^ 
c'est-à-dire le sommet de l'orbite le plus rapproché du 
Soleil (l'autre sommet est V aphélie). 

Si l'on fait t = t, les formules précédentes donnent 
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li = o, r = a (1 — e) et = &>; ainsi t est l'époque du 
passage de la planète au périhélie, a> est Tangle que 
fait OA avec la position de la planète à partir de laquelle 
on compte l'angle 0; en sorte que si l'on compte les 
angles à partir de H, co sera Tare ft A; ceci posé, soient 

IXx r= a la longitude du nœud il, 

<p rinclioaison de Torbite nS , 

PQ = > la latitude de la planète P, 

Qx = L sa longitude , 

CT la longitude du périhélie, 

P=ô — û)=: AP. 

L'observation fait connaître a, cp, a, e, tt, t, et le temps T 
de la révolution 5 p» porte le nom à^ anomalie vraie de la 
planète, et u est V anomalie excentrique. Si Ton fait varier 
6 — code o à air, avarie deo à arr, et la formule (4) montre 

que t — T varie de o à ^tt i / -r- • Donc 



(6) 

La quantité 

(7) 






est ce que Ton appelle le moyen mouv^ement; n[t — z) 
Vanomalie moyenne. 

La formule (4) peut s'écrire 

/? (/ — t) = u — esinuj 
ou 

u — n(t — t) — esinu z= o. 

Cette équation est une de celles auxquelles on peut appli- 
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quer la formule de Lagrange; elle donne 



€" 



u = n{t — TJ -^^sin/ï(/ — t) H Dsîn'/z {t — t) -t- 



1 .2 



H 5 . D'-' sin'/î {t — r)'h 

Le symbole D* indiquant que Ton doit prendre £ fois la 
dérivée de la quantité qui suit par rapport à n(t — r), 
ces dérivées se prendront facilement en développant 
sin* n (t — t) en une suite de sinus ou de cosinus de mul- 
tiples de n(t — t)j la formule précédente peut aussi 



s'écrire 



u = — (t-'c)-h csm — (^~ t) 4- — Dsm»— [t—r) +.... 

Le calcul des premiers termes de la série donne 

« = j- {' — t) + tf sm _ (/ — t) 4- - sm ^ (/ - T ) 

-»-3[3sm sm—A^^ J 

+ 6 [ 2 sm sm 3_-i_ J 4- . . . . 

Lorsque u sera connu, les formules (3) et (5) donneront 
r et 1^ = 9 — 0). La série précédente est convergente pour 
toutes les planètes. Laplace a démontré cette proposition 
pour la première fois dans un des suppléments de sa Méca' 
nique céleste; mais il n'existe pas, je crois, de démons- 
tration plus simple que celle que j^ai fait connaître dans 
mon Traité des Résidus, Quoi qu'il en soit, la formule 
qui précède n'est pas assez convergente pour pouvoir être 
appliquée avec succès aux planètes dont Texcentricité 
est un peu forte. Lorsque Ton aura calculé 1^ = 6 — o 
et r, le triangle sphérîque PfiQ [fig* 35) donnera 

cosilQ = cosnPcosPûQ, 
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2-1 



cos (a — L) = cos(Afî -+- w) cosy. 



ou bien 

(8) 

Si du point A on mène Tare AH perpendiculaire à ÎIQ, 
on aura H.r = b7, et, par suite, 



c'est-à-dire 
(9) 



cosûH = cosUAcoSf , 



cos (a — u) =cosnAcosy. 



Fiç. 35. 




De la formule (9) on conclura ÎIA, et de la formule (8) L ; 
le triangle PQlî donnera ensuite 

tang> = tang<p sin (a — L), 
et fera connaître X. 



V. — Masse des planètes. 

190. Soient m la masse d'une planète, m' celle de son 
satellite, M celle du Soleil 5 soient a et af les demi-grands 
axes des orbites de la planète et de son satellite; soient 
enfin T et T' les temps des révolutions de ces deux astres : 
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on a trouvé [formule (7)] 



27r /k 



et, en remplaçant k par sa, valeur (i) du paragraphe pré* 
cèdent. 



27r //(/w-f-M) 
"T =V ^' ' 



ou bien 



47r»û= 





j ya 1 XIX ; ^^ 


On a de même 








d'où Ton déduit 






/7i -f- M a^V^ 



m -h m' a''P 
On peut négliger m' vis-à-vis de m et M, on a ainsi 

M a^V 



I H = 



m a'^T 



<3T2 



Dans cette formule on connaît a, a', T et T', on peut 
donc calculer le rapport 



m 



VI. — Mouvement des projectiles dans le vide. 

191. Problème. — Déterminer le mouv^ement d^un 
point pesant lancé dans une direction Jaisant un angle a 
a\^ec r horizon^ ai^ec une ^vitesse s^. 

Prenons pour axes des^ la verticale ascendante du point 
de départ, et pour axes des x l'horizontale du point de 
départ située dans le plan vertical qui contient la di- 
rection de la vitesse initiale. 
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Le mobile ne sortira évidemment pas du plan des xy. 
On peut, du reste, s'en assurer par l'analyse, en prenant 
pour axe des z l'axe perpendiculaire aux axes des x et 
des j^; en désignant alors par x^j'j z les coordonnées du 
mobile à l'époque r, et en observant que la seule force 
qui sollicite le mobile est la pesanteur, les équations du 
mouvement seront (172) 

g désignant l'accélération due à là pesanteur. La seconde 
équation intégrée donne 

les constantes a et b devront être déterminées par les con- 
ditions 

z=zo pour / = o, 

dz 



ce qui donne 



-— z=o pour ^ = o, 

dt ^ 



a = et ^ = o. 



Ainsi z reste nul pendant toute la durée du mouvement, 
ce qui prouve bien que la trajectoire est plane, ainsi que 
nous l'avions annoncé. 

Les seules équations à considérer sont donc 

(^) ^="' 



(2) 



d'y 



g- 



dt' 
En intégrant une première fois l'équation (i), Oii a 

d.x 

-r = const. 
dt 

I. i8 
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Si l'on fait ; = o, le premier membre se réduit à u cosa j 
on a donc 

-— z=zv CCS a. 
dt 

Si l'on intègre de nouveau et si Ton observe que, 
pour f = G, a: se réduit à zéro, il vient 

(3) X=Z PtCOSOL, 

Eu intégrant l'équation (2) et en observant que, pour 

dY 

t = o, -.-*€st égal à lésina, on a 

— - = p sin a — gt. 

dt ^ 

En intégrant cette formule et en déterminant la con- 
stante, de telle sorte que Ton aitj)^=. o pour ? = o, on 
trouve 

(4) r == résina — ^-5 

(3) et (4) sont les équations finies du mouvement; en 
éliminant le temps, on aura Téquation de la trajectoire 

(5) r z=: xtsiuaa — g • 

^ ' -^ b 5 2p»cos'a 

Cette équation représente une parabole dont Taxe est 
vertical; les coordonnées de son sommet, c'est-à-dire 
du point le plus élevé de la trajectoire, sont 

^ p^ . v^ sin'a 
E z= — sma cosa, yj = 

g g ^ 

L'élimination de a entre ces deux équations conduit à 
la relation 

Ph-4>î» = 0, 
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qui monlre que les positions les plus élevées que le mo- 
bile puisse atteindre pour la même vitesse initiale, sous 
différents angles de projection, est une ellipse dont l'or- 



p» 



donnée maxima, >? = — ? correspond à Tanele a = o. On 

ig ^ 

a aussi 

? 

- m 2 COlfi^a, 

et Ton voit ainsi que le lieu des positions les plus élevées 
que puisse atteindre le mobile pour un même angle de 
projection et avec des vitesses initiales variables est une 
ligne droite. 

Le paramètre de la trajectoire est ; les coor- 
données du foyer sont donc 

5 = — sinacosa, jj = — (sin'a — ces' a); 
8 '^S 

Félimination de a donne 



P< 



ainsi le lieu des foyers des trajectoires correspondant à 
une même vitesse est un cercle. 

Toutes les trajectoires correspondant à une même vi- 
tesse initiale ont la même directrice : l'ordonnée de cette 



p' 



directrice est — ; cette quantité est la hauteur à laquelle 

parviendrait le mobile, s'il était lancé verticalement de 
bas en haut. 

Cherchons enfin l'enveloppe de toutes les trajectoires 
correspondant à une vitesse donnée. Pour y parvenir, il 
faut éliminer a entre l'équation (5) et sa dérivée, ou, ce 
qui revient au même, éliminer p entre Téquatîon 



x^ 



y = jcp-g—{l -\-p^) 



8. 
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et sa dérivée 








O - 


^x pg^^, 


ce qui donne 








y- 


r s 

1g 2P' 



Cette équation représente une parabole dont Taxe est 

vertical, et dont le paramètre est -; celte parabole porte 

le nom de parabole de sûreté^ parce que, eu dehors de 
celte parabole, aucun point ne peut êlre atteint par un 
projectile partant de Torigine avec une vitesse v. En 
dedans de la parabole de sûreté, un même point peut 
êlre atteint de deux manières différentes. En effet, l'é- 
quation (5), dans laquelle x eX y sont deux quantités 
données, est du second degré en tanga. Si Ton pose 
tanga = p, on a 



x^ 



d'où 



y=pj, — g—{l -hp'); 



p' ziz y/p* — 2 o^gy — g^x^ 
gx ' 



pour que Ton ait deux valeurs réelles de p^ il faut que 

p* — iP^gX — g^x^ > o, 



ou 



que 



p* ^.r^ 



y 1 ;>o. 

1g 2 P- 



Celte équation exprime que le point [x^j) est à l'intérieur 
de la parabole de sûreté : pour les points situés sur cette 
parabole, il n'y a plus qu'un angle admissible. 

La portée du jet est l'abscisse du point où le projectile 
rencontre l'horizontale du point de départ. Cette poitée 
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s'obtiendra en faisant j' := o dans l'équation (5) de la 
trajectoire 5 on aura ainsi 



X =z 1 casino, cosa. 



Cette portée sera maxima pour a = 45°. En effet, 
sin' a -j- cos* a étant constant, sin*acos*a, et par suite 
sina cosa, sera maximum pour sina = cosa, c'est-à-dire 
pour a = 45°. 

VII. — Mouvement d'un point matériel pesant 

DANS UN MILIEU RÉSISTANT. 

192. Problème I. — Déterminer le mouvement d^un 
point pesant de masse m^ animé d'une ^vitesse initiale ^', 
faisant un angle en a\fec V horizon, dans un milieu dont 
la résistance est proportionnelle à la vitesse, 

La trajectoire du mobile étant évidemment plane et 
verticale, prenons pour axe des y la verticale ascendante 
du point de départ, et pour axe des x l'horizontale située 
dans le plan de la trajectoire dirigée du côté du mouve- 
ment. Soient x^j les coordonnées du mobile à l'époque t. 

Les forces qui sollicitent le mobile sont : 1° son 
poids mg^ qui est une force verticale, et dont les projec- 
tions sont o, — mg ; 2*^ la résistance du milieu. Cette 
résistance, étant proportionnelle à la vitesse, pourra être 

représentée par.mA — » k désignant une constante et ds 

l'élément de trajectoire : la résistance du milieu se fait 
suivant la tangente et en sens inverse du mouvement. 
Les cosinus des angles qu'elle fait avec les axes sont donc 

-^ —5 — -^5 et, par suite, les projections de la résis- 

ds dx dx dy 

tance du milieu sont — Am-;---ou — hm-r^ et — hm~^\ 

dt ds dt dt 
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par suite, les équations du mouvement deviennent, en 
supprimant le facteur m, 

d^x dx 

~dF irfT' 

df- "■ dt ^' 

Ces équations, intégrées entre les limites o et f , donnent 

dx 

— = — KX -{- t> CCS a, 

dt 

dy 

—- = — ^X ~^ t' sm a — gt, 

dt 

Ces équations sont linéaires et à coefficients constants-, 

leur intégration se fera par les méthodes connues, et l'on 

aura 

cosa ^ ., 

j; :;:::: 1- Xc", 

k 

P^sina + g- g 

les constantes 'A et B se détermineront en exprimant que 
a: et y sont nuls pour t = o. On trouve ainsi 

pcosa 



vh sina -+- fi' ^ 



d'où Ton tire 



('COSa 



X 



(i-^-*0, 



k 

vk sin a -4- ^ , 

y— — T2 — i 



,_tf-*/)_^^ 



eu éliminant t^ on a Téquation de la trajectoire 

vk ûïioL -k- ff s ^ I kx 

r = ; ~ ^ -4- -r- log I 

t'A- cosa k^ ^ \ PCOSa^ 
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Cette courbe est facile à discuter. On voit du reste que 
la différence entre l'ordonnée de la courbe et de la droite 

vk sin a + fi" 

:r = — l — ^^^^ 

vk CCS a 

va en croissant, et que la courbe a une asymptote paral- 
lèle à Taxe des r située à la distance — - — de cet axe. 
L'amplitude x du jet est donnée par la formule 



pA- sin a -4- fi' 

0= 

pcosa 



ar-+-f log (l —] 

A' " \ PCOSa/ 



Problème II. •— Déterminer le mouv^ement d^un point 
pesant dans un milieu dont la résistance est proportion'- 
nelle au carré de la vitesse. 

En conservant les mêmes notations que tout à Theure, 

la résistance du milieu sera représentée par mh ( V ) » 
ses projections seront 

/ ds\^ dx ds d,T ds dy 

\dt I ds dt dt dt dt 

en sorte que les équations du mouvement prennent la 
forme 

. , d^x ds dx 

^ ' dt^ dt dt 

d^y ds dy 

(^^ -dF=-^didF^^' 

La première équation s'intègre immédiatement en di- 

dx 
visant par — *, on a ainsi 

d^x dx ds 

• IF ' dt """"^ dt'' 



^ I 
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d'où 

I -3- = — ks '\-C. 
dt 

La constante se détermine en faisant t = o, et l'on en 
conclut c r=\sf Q,Q^cf. \ par suite 

(3) -7- z= (*COSaér-*^ 

^ ' dt 

Si dans l'équation (2) on néglige d'abord le terme — g", 
on trouve, en la traitant comme Téquatiou (1), 

dy 

(4 ) -7- = p^' cos a c~*', 

dt 

p désignant une constante 5 en faisant alors varier celte 
constante, on a 

d^Y I dp . , . ds\ 

-rr- = V ces a -f- e-*"' — kpe-'" —- | • 
dt^ \dt '^ dt} 

En substituant cette valeur dans (a), il reste, réductions 
faites. 





dp , 
PCOSa -7-^""*' — g. 
dt ^ 


ou bien 


/ 


15) 


dt fCOSa 



Des équations (3) et (4), on tire 

et des équations (3) et (5) 
*' dx p^cos'a 



e 



Cette dernière équation est l'équation différentielle de la 
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trajectoire 5 on peut la mettre sous la forme 



dp_ds___ g ^^,^ 



ds dx u^ cos^ a ' 

OU bien 

dp sli-hp^ = — -7-^ e'*' ds-, 



p^COS'a 



en intégrant, on a 



g 



La constance c se déterminera, de telle sorte que, pour 
5 = 0, on ait p = langa. En désignant, pour abréger, 
par — <p (p) la fonction 



— ?{p) = [p V'i +/>' -+- 1 (/> + v'n- /^') — ^] 

ou 

(8) ^^{p)= sJi-\-p'dp 

*^tanga o 

l'équation précédente s'écrira 

(9) ^{P)=^'''. 

et les formules (3), (4), (5) donneront 

dx pcosa 

^ pvcosoL 



A p^ cos^ a 



s/?(P)y 



dt pcosa 

d'où Ton conclura, en divisant les deux premières par la 
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troisième, 

, . , dp v^ cos* a 

, , , pdp p'cos'a 

(II ^^ = — /x ' 

^[P) S 

x^j m t se calculeront donc au moyen des quadratures. 
En vertu de (8), cp (o) est nul 5 et, en vertu de (12), on 
voit que dp et dt étant de signes contraires, p décroît 
quand t croit. 

De Téquation (8) on tire ' 

/>tang« 2Ap'cos'ol 

?{P)= s/i-hp^dp ; 

or on a, pour de grandes valeurs de p, 

9 désignant une quantité inférieure à l'unité; on a donc, 
en supposant po = tanga assez grand, 



jy 



i +p'dp=^^—^ ■+■ - ip-p,). 



T. ^ =» 



désignant une quantité inférieure à Tunité; donc on 
pourra écrire 



-X 



V/l 4- p^dp zr:A-f-^-f---(/?— /?.), 
P 2 2 



A désignant une constante; par suite on pourra poser 

-i{p)= — - — L ^ ^ "^ ^ ^'^ ""'^•' J ' 
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d'où 



S 



T' désignant une série convergente ordonnée par rapport 

aux puissances de-? dont le premier terme est en--* 

P P^ 

En portant cette valeur de , , dans (lo), on a 



^"=""K^"^^')^^' 



■** ' " ' •** j 



et, en intégrant depuis p = po jusqu'à p = oo , 

X et Xq désignant les valeurs de x correspondantes à 
p z=, co et p = Po» Tjj représentant du reste ce que de- 
vient T pour p = pq^ celle formule prouve bien que x 
est fini pour p = oo , et que la trajectoire a une asymp- 
tote verticale. 

Les équations (lo), (ii), (12) peuvent s'intégrer lors- 
que l'angle a est très-petit, parce qu'alors p est lui- 
même très-petit : ce cas est celui que Ton rencontre dans 
l'artillerie lorsqu'il s'agit du tir de plein fouet, car on n'a 
à considérer que des portions de trajectoire dans les- 
quelles p reste très-petit. Dans ce cas, on a à peu près 

— v{p)= f V^i +^V/?=:/? — tanga, 

t/ tang a 

par suite, 

, dp i>^ CCS* a 

dx z= 9 



djrzzz 



tanga--/? g 

pdp f'cos'a 
taugcc—p g 

ccosa dp 



dt=— 

ë y^tanga — p 



«.'• 
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on en déduit sensiblement 

^sina 

p'cos^a , „ , 

y = r— (/?' — tangua . 

2^sina ^ D / » 



2 V CCS a 



é^ 



v/tangû — /?, 



et Ton reconnaît que la trajectoire est sensiblement para 
bolique. 
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CHAPITRE IV. 

EXEMPLES DE MOUVEMENTS DE POINTS ASSUJETTIS A DE 
MEURER SUR DES COURBES OU DES SURFACES FIXES. 



L — Généralités. 

193. Nous avons vu au Chapitre P'^ (3^ Partie) comment 
on met en équation le mouvement d'un point assujetti à 
demeurer sur une courbe ou sur une surface fixe. S'il 
s'agit d'une courbe, les équations de la trajectoire sont don- 
nées; pour résoudre le problème, il n'y a qu'une relation 
à trouver entre le temps et les coordonnées : le théorème 
des forces vives fournit cette équation lorsque le travail 
est une différentielle exacte. Nous allons examiner un 
cas qui se présente souvent dans les applications, celui où 
le point mobile n'est soumis qu'à l'action d'une seule 
force : son poids, dans ce cas, en prenant l'axe des z ver- 
tical et dirigé de bas en haut, et en appelant m la masse, 
X, j^ z les coordonnées du mobile, v la vitesse, le théo- 
rème des forces vives donne 









p2 

dm - 

2 




- mgdzy 


ou bien 






1 




- gdz. 


En intégr 


ant on 


a 








(') 






o'-< 


or 


(2o z) 
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z^ et (^Q désignant la hauteur et la vitesse initiale du mo- 
bile. On en déduit 

lorsque 1^0= o» on a seulement 



OU bien 



(2) u=^2gh, 

h désignant la quantité z^^ — z dont le corps est descendu. 
Cette formule est d'un fréquent usage 5 h est ce que Ton 
appelle la hauteur due à la vitesse (^. 

Les équations (i) et (2) ont encore lieu dans le cas où 
le mobile se meut sur une surface donnée ; elles consti- 
tuent une intégrale première du mouvement. 



IL — Mouvement du pendule. 

194. Problème L — Un point matériel attaché à un 
fil inextensible et sans pesanteur est abandonné à lui- 
même sans vitesse initiale. On donne l'angle d* écart, 
c^est^à'dire V angle Oq que fait le fil dans sa position 
initiale av^ec la verticale, et Von demande de dé ter mi- 
ner le temps que mettra le mobile pour descendre au 
point le plus bas de sa trajectoire. 

L'appareil idéal dont on propose de déterminer le mou- 
vement est ce que Ton appelle un pendule simple. 

Soient Tangle que fait le fil avec la verticale au bout 
du temps t, et r la longueur du fil. La vitesse du mobile 

au bout du temps t sera — '^ 77" * {^n met le signe — de- 
vant cette expression, parce que 9 décroit quand t croît : 
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y 



dO est donc négatif.) En appliquant alors la formule 



donnée au paragraphe précédent, on aura 

dB , ; 

(i) — r —=z \j2,gr[cosB — cosOo); 

car la hauteur h dont le mobile est descendu est la dif- 
férence des projections rcosÔo et rcos0 du fil dans les po- 
sitions qu'il occupe aux époques o et t. De la formule (i) 
on tire 

dB 



dt 



-V 



^ë V^COSÔ— COSÔc 



ï T 

En intégrant depuis f = o jusqu'à f = -9 - désignant le 

temps d'une demi-oscillation simple^ c'est-à-dire le temps 
que le pendule met pour devenir vertical, il faudra 
prendre pour limite de 6, d^ et o. On aura ainsi 



2 V ^èJô. 



dB 



0^ ycosO — cosôo 
ou bien 

^^ dB 






2 \ ^S Jo s/cosB — cosô» 

Pour effectuer l'intégration, nous poserons 

cosôo =1 — ^9 

dz 

C08Ô=:l — Zy dBzzz 



^2,Z — 

Nous aurons alors 



ou bien 



dz 

— I 

^z — z^ ^b — z 



'~V gJo i/bz ~ z' \ 2/ 
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I 

En développant ( i j par la formule du binôme , 

celte formule devient 






1 Z I .2 /z 

s/bz — Z' L" ' 2 2 2.4 \2 

, 1.3.5. ..(272 — 1) /«y _^ 1. 

2.4-6. . . in \2/ * J ' 

or on trouve, dans les cours de calcul intégral, 

* Z^dz 1.3 5. . . f2/î — i) , 

- TT i i ^« • 

'0 sibz — z' 2.4.6. ..(2/2) ' 

la formule précédente devient alors 



X 



='V^'[ 



lyb /i.3\»/^\^ 
14-1- - + 



2/ 2 \2-4/ \^ 

1.3.5. . .(in — i) 
2.4*6. . .2/1 



î)--] 



I 



Or b n'est autre chose que i — cos0q ou 2sin'-0oî on a 
donc 



\ 2.4. • . 2« / 2 J 



Lorsque do ^st très-petit, on a sensiblement 



(3) T = 



''Sfï 



Quand le mobile est arrivé au point le plus bas de sa tra- 
jectoire, il a acquis une viiesse en vertu de laquelle il re- 
monte à une hauteur égale à celle dont il est tombé, paice 
que la vitesse redevient nulle quand le mobile repasse par 
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la surface de niveau dont il est parti; or, dans le cas 
actuel, les surfaces de niveau sont des plans horizontaux; 
à cause de la symétrie, le pendule effectuera alors une 
seconde oscillation identique à la première, mais en sens 
inverse, et ainsi de suite. Le temps T que Ton vient de 
trouver est celui d'une oscillation complète. La formule (3) 
peut servir au calcul de g lorsque l'on connaît T et r; 
nous reviendrons sur cette question dans un autre Cha- 
pitre. Nous allons maintenant étudier avec plus de soin 
le mouvement d'un point sur un cercle fixe. 

195. Problème II. — Étudier le moui^ement d'un 
point pesant assujetti à demeurer sur un cercle vertical 
fixe. 

Prenons pour axe des y le diamètre vertical du cercle 
et pour axe des x la tangente au point le plus bas ; soit r 
le rayon du cercle. 

L'équation du cercle sera 

(1) x'-hj' — 2rj=:o. 

La seule force qui sollicite le point matériel est son 
poids mg^ m désignant la masse de ce point; la projection 
de la force nig sur l'axe est — mg^ sa projection sur l'axe 
des X est o, en sorte que si l'on désigne par N la réaction 
normale de la trajectoire et par X l'angle qu'elle fait avec 
l'axe des x^ on aura 

(2) /w— r— = NcosX, 
^ ^ df 

dW 

(3) m-r^= — /wfi'+NsmX. 
V / dt* ° 

Si l'on multiplie la première équation par dx^ la seconde 
par dy^ et si l'on observe que 

(4) dx cosl -h djr sm\ = o ^ 
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il vient, en ajoutant et en supprimant le facteur m, 

d^x dx -\- d^Y dy 

(4 bis) ^r-^^- = - g'^r. 



ou bien, en intégrant, 

I dx^ -h dj^ 



2 dt 



2 



— Sy "^ const. 



Pour déterminer la constante, on donnera la vitesse 1^^ 
correspondante à l'époque t = o, et la hauteur j^o corres- 
pondante à la même époque. On aura ainsi, pour i = o, 

En retranchant cette équation de la précédente, il 
viendra 

Cette équation est la traduction analytique du théorème 
des forces vives; on aurait pu l'écrire immédiatement. 
De l'équation (i) on tire 



d'où 

r — Y 

dx = — dy ; 

V2rj-- j» 



par suite, 

(6) dx^ -\- dy* z=z dy* 



r* 



2ry — r*'^ 



en substituant cette valeur de dx^ -h dy* dans Téqua- 
tion (5), nous aurons 



2(2r;^ — y"^) dt* 2 
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dette équation fera connaître j^ en fonction de t. On en 

tire 

zfc rdY 

dt— — -^ 

v^[^î -H ^ê'iro — rjj (2 r/ — jr») 

et t s'exprimera en fonction dej^ au moyen des transcen- 
dantes elliptiques. Toutefois, lorsque Ton se propose seu- 
lement de trouver le temps d'une oscillation, on peut 
supposer que i^^ = o, et l'équation précédente prend la 
forme 

En remplaçant alors^ par rz et^o P^r ''^j ^^ a 

dz 



dt 



= -\/r. 



S ^[h-'z){%z — z') 



. . T . 

en intégrant alors depuis r= o jusqu'à i = - et depuis 

z = o jusqu'à z = by on retrouvera la formule (a) du 
problème précédent. 

Lorsque Ton aura calculé y en fonction de t, ce qui se 
fera, comme nous l'avons dit, au moyen des fonctions 
elliptiques, on obtiendra facilement x en fonction de t au 
moyen de l'équation (i). Pour calculer la réaction N, on 
fera usage de la relation (a) : à cet effet, on calculera 
d'abord cosX. On a 

cosX = — 1 

sldx^'hdy'' 

c'est-à-dire, en vertu de (6), 



cos^ = — \iry — y'» 



L'équation (ji) donnera alors 



I „ d^x I r d^ûT 

'9- 
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et l'on choisira le signe du radical de telle sorte que N 
soit positif. 

On met souvent l'équation du mouvement du pendule 
sous une forme simple, qu'il est bon de connaître : on prend 
pour variable l'angle 9 que fait le rayon aboutissant au 
mobile avec la verticale; alors on a 

y=.r — rcosO, j:i=:rsin0, 
dy = rsinô^d, dx •=z rcosQdO. 

L'équation (!{ bis) peut s'écrire 

da^ -f- djr 



2d£' 



= — gàyy 



ou bien, en remplaçant dx et dj par les valeurs précé- 
dentes, 

d^d^^ 
(5) r^ —rr- = — ^rsmÔf/9, 



di^ 



c'est-à-dire 



(6) +§;sine=o. • 

^ ' dt^ r 

En intégrant l'équation (5), on a 

6o désignant la valeur initiale de 6. L'équation (5) est pré- 
cisément celle qu'aurait fournie l'application directe du 
théorème des forces vives; en effet, la vitesse du mobile 

dQ ^ . « f^^V 1 -1 j 1 

est r — > sa lorce vive est mn l ^r 1 » ^c travail de la pesan- 
teur — mgdy est égal à — mgrûnQdBi on a donc 



mr 

2 



- £/ 1 -- j = — mgr sm rfô, 



équation identique à (5). 
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L'équation (6) ne peut pas, en général, s'intégrer exac- 
tement, la formule [y) en est une intégrale première, 
mais l'emploi des fonctions elliptiques est indispensable 
lorsque l'on veut continuer l'intégration. Toutefois, on 
lire de (7) 

(8) dt = '''^ 



v/p J H- 2 gT cos ô — 2 gr ces ©0 
et si, entre les données initiales, on avait la ];elation 

pj — 2g'rcos0o=2^r, 



ou bien 



on en conclurait 



/igrcos'-^Q,:=ul, 



rdB 
dt= 5 



sj'2.gr[i -+- cosô) 
ou bien 

^\ g cos|0 
c est-à-dire, en intégrant depuis ^ = o et depuis = 0o> 

La formule (8) rend assez bien compte des diverses 
circonstances du mouvement. Ainsi l'on voit que, au signe 

près, la vitesse angulaire — reprend les mêmes valeurs 

lorsque 9 prend des valeurs égales, ou même des valeurs 
égales et de signe contraire. Cela résulte des propriétés 
connues des surfaces de niveau (176), qui, dans le cas 
actuel, sont des plans horizontaux. En intégrant la for- 
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mule (8), on a 



=x. 



^ rrfO 



^0 slK-^ '^S^ ces Ô — igr ces 00 

Nous avons déjà fait observer que, sî le mobile descend, 
on doit prendre le radical avec le signe — , parce que dB 
décroît quand t croît 5 quand le mobile monte, on doit 
prendre le signe +. 

Partons avec le signe — et faisons 6 = 0^, le mobile va 
descendre, et, 6 décroissant, t va croître jusqu'à ce que Ton 
ait0 = o. Si l'on donne alors à Q des valeurs négatives, le 
temps continuera à croître^ et, comme l'intégrale prend 
des valeurs égales quand on intègre de o à 6 ou de o à — ^ 
au signe près, il en résulte qu'à des intervalles de temps 
également éloignés du moment où le mobile a atteint le 
point le plus bas de sa trajectoire, il se trouve à des hau- 
teurs égales au-dessus de l'horizon. Si alors on a 

le radical deviendra iraginaire dès que 

v\ 4- ag'rcosÔ — 2gTcos0o> o; 

mais avant d'atteindre la valeur de capable de satisfaire 

à cette inégalité, le radical s'annulera, et l'on aura — =0. 

La vitesse s'annulera, le mobile tendra à descendre en 
vertu de son poids, et il descendra effectivement en sui-- 
vant les mêmes lois que dans le mouvement qui avait lieu 
tout à l'heure en sens inverse. Si au contraire 

le radical ne devenant pas imaginaire, le mobile conti- 
nuera son chemin toujours dans le même sens sans jamais 
s'arrêter, le mouvement sera périodique et symétrique 
par rapport au diamètre vertical de la trajectoire. 
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EnfiiD^ si Ton a 

1^1 — 2grcosB = !igr, 

le radical s'annulera quand on aura 6 = — tt. A ce mo- 

dQ 
ment — sera nul, et le mobile s'arrêtera au point le plus 

haut de sa trajectoire. L'équation (7) se réduit alors à 

et l'on voit que 6 = — tt est une solution singulière de 
l'équation différentielle du mouvement. On voit ainsi 
comment une solution singulière peut parfois se substituer 
à l'intégrale générale d'un problème de Dynamique. 

Il est bon d'observer que lorsque le point mobile ac- 
quiert une vitesse nulle, c'est-à-dire lorsque 

v] -h 2^rcos9 — 2^rcos0,=: o, 
il est parvenu à une hauteur r(cos9 — cos9o) égale à -^ ? 



^g 



c'est-à-dire égale à celle dont il tomberait pour acquérir 



sans vitesse initiale la vitesse ^'^. 



III. — Pendule cycloïdal. 

196. Problème. — Détenniner le mouv^ement cVun 
point assujetti à demeurer sur une cycloïde située dans 
un plan vertical : on suppose la ligne des points de re- 
broussements horizontale et la courbe siiuée au-dessous 
de cette ligne. 

Si l'on prend alors pour axe des x la tangente au point 
le plus bas de la cycloïde, et pour axe des j la verticale 
ascendante •, si Ton désigne, en outre, par r le rayon du 
cercle générateur, les équations de la cycloïde pourront 



i _• 
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se mettre sous la forme 

(i) X z= r(n -^ u — sin^), 

(2) 7 =r(i H- cosa). 

Si Ton désigne par x^, y^ les coordonnées initiales du 
mobile, par v^^ sa vitesse initiale et par t le temps, le théo- 
rème des forces vives donnera immédiatement une des 
intégrales du mouvement : 

(3) ^ = v'f.;-+-2^(jo— j'-), 

ds désignant Télément d'arc parcouru dans le temps dt 
\\\^ 192). Nous tirons ensuite des formules (i) et (a) 

dx = r{du — costt du)^ 
dy 1=1 — rûwudu. 
On en déduit 

dx^'\- dy^z=z ir^du^{i — cose^), 

ou bien 

2r 

ds^z=z dr^ — ? 

y 

ou bien enfin 

Si l'on remplace ds par cette valeur dans (3), on a 

d'où Ton déduit 



dt = ±\ /' ^ ; dy. 

On peut supposer le mouvement descendant : alors jr 
décroît quand t croît; il faut donc prendre le radical avec 
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le signe — , et l^inlégration fournira j^ en fonction de t : 
on voit que rinlégration pourra se faire exactement. Nous 
allons examiner un cas intéressant, c'est celui où Ton a 

j^^= o et où l'on demande le temps - d'une demi-oscilla- 
tion. On a alors 



\=r\f, 



ou, ce qui revient au même, 



dx, 



T /r 



r 

9 



ou enfin 

(4) '^ = 'Wi' 

Cette formule montre que les oscillations d'un point 
assujetti à demeurer sur une cycloïde sont isochrones, 
c'est-à-dire que leur durée ne dépend pas de leur ampli- 
tude. Si l'on se reporte à la formule qui fait connaître la 
durée des oscillations d'un mobile assujetti à demeurer 
sur un cercle (195), on voit que l'on a sensiblement 



(5) ■ '^ = W~g 



Pour les oscillations de faible amplitude, cette formule 
coïqcide avec la précédente, si l'on observe que le rayon 
de courbure de la cycloïde est double de la normale, c'est- 
à-dire 4'' dans le voisinage du point le plus bas. Si, en 
eflfet, on remplace r par 4^ dans la formule (5), on re- 
trouve la formule {4)? et l'on peut admettre que, le mou- 
vement s'effectuant sur un petit arc de courbe, on peut 
remplacer ce petit arc par son cercle osculateur. 

On peut se procurer un véritable pendule cycloïdal à 
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]'aide d'un artifice ingénieux qui consiste à suspendre un 
point matériel à Taide d'un fil attaché au point de re- 
broussemenl d'une cycloïde égale et homolhétique h celle 
qu'on veut faire décrire au mobile. Le fil dans le mouvement 
d'oscillation s'enroulera sur la cycloïde directrice, et le 
mobile décrira la développée de cette cycloïde, c'est-à- 
dire une cycloïde égale et semblablement placée. 

IV. — Tautochrone et brachystochrone. 

197. Nous venons de voir que le temps d'une oscilla- 
tion d'un pendule cycloïdal était indépendant de l'am- 
plitude de cette oscillation*, en d'autres termes, le temps 
employé par un mobile pesant pour parvenir d'un point 
de la cycloïde au point le plus bas est indépendant de la 
hauteur dont on fait tomber le point 5 cette propriété du 
mouvement peut servir à définir la cycloïde, c'est ce qui 
va résulter de l'analyse suivante : 

Problème I. — Quelle est la courbe veHicale que 
doit décrire un mobile y pour qu'il mette toujours le même 
temps pour parvenir en un point O de cette courbe^ quel 
que soit son point de départ sur cette courbe. 

Pour résoubre le problème, prenons deux axes, l'un 
horizontal, l'autre vertical, dans le plan delà courbe; 
soient a:, j^ les coordonnées du point à l'époque t^ s l'arc 
de courbe compté à partir du point O jusqu'à la position 
occupée par le mobile à l'époque t'y soient oTq, y^^ s^ les 
valeurs initiales de x, ^, s, on aura, par le théorème des 
forces vives (172), 

els j — ; , — ds 

ir = — s/'^g{jro—X) ou dt = 



ou bien, en désignant par T le temps employé par le mo- 
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bile pour parvenir en O et en intégrant de o à T, 

(I) 



=x 



Posons 5 = ç [y) y nous aurons 






enfin faisons 

j-zny^cosM, ^ = — josinw^a. 
Il viendra 






^V^sin^tt 



2 



ou bien 



TT 

I <p'(joCOStt)cOS-5-tt<5?tt. 

t/O 



T devant être indépendant de j^^, sa dérivée par rapport 
hy^ sera nulle, et l'on aura 



TT 



0=1 I vZ/o ?" (/o ces a ) cos u H rzi ©' (jocos a) 1 ces - u du, 

Jo L . 2^x0 ' J ^ 

Cette équation ayant lieu quel que soit j"^,, on peut tou- 
jours prendre j'q assez petit pour que le facteur qui mul- 
tiplie cos^urfu ne change pas de signe quand on fait 
varier u (à moins que la fonction (f ne soit indéterminée 
pourj^ = o, ce qui n'offrirait aucun sens). On arrive 
à cette conséquence, que le second membre de l'équation 
précédente ne peut être nul si le facteur en question 
passe par des valeurs différentes de zéro. Donc 

v(xo ?" (To cosu) cos w h = cp' ( Jo cosa) = o, 
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OU bien 

2^0 /' (fù cos w) cos a -4- <p' (jo cos w ) = o, 

c'est-à-dire 



ou bien 



djr* dy 



d^ s ds 1 



dy^ ' ^ 27" 

On en conclut 

ds Â- 

k désignant une constante. 

On tire de là en élevant au carré 

ou 

da: 
OU enfin 



= \/j-^'^jr. 



x= I \ / i df. 



Remplaçons 



y par /•* — j, a: par — j?, 

ce qui revient à un simple changement d'origine des 
coordonnées, nous aurons 



-=f\/j&-/^' 



ou 



X 
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OU enfin 



X 



= — ^k'^y — 7* H arcsin \y ) : h const. 



Sî l'on remplace y P^r j^, on a 

xz=z — i/-7- — T*H arc sin — h const. ; 

V 4 2 k} 

c'est Téquation d'une cycloïde ayant pour rayon — • 

498. Problème II. — Étant donnés deux points A 
et B ^â(/i5 un plan vertical^ déterminer une courbe située 
dans ce plan et telle, que le temps employé par un mobile 
pesant pour parcourir Varc AB soit un minimum. 

Si l'on fait passer deux axes par le point le plus bas B, 
l'un vertical B^, l'autre horizontal Bx, et situé dans le 
plan de la courbe, le temps employé pour parcourir 
l'arc AB sera donné, comme dans la question précédente, 
par la formule 

x^jy 5, Xq, j^o, 5^ ayant la même signification que tout à 
l'heure. Si Ton fait varier la formule précédente, on en 
tire 

ou bien 

■^» x'§.x'dy 



^T 



=X 



v/2g'(i + ^'')(r«— 7) 

En intégrant alors par parties, on a 

a! dy 



ST 



H H 



s/2g{j'hx''){f,-^y) 
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En égalant à zéro le coefûcîent de dx, on a 



x' 



^K 



k désignant une constante. On en conclut 



(i)"=-4-(f)']<--- 



ou 



\/r 



cix = ±dy^ / ^^^Mro-r) 



Sî l'on transforme les coordonnées en posant 



y'-^=^" ^=^'-' 



on a 



ou 



dx=±Jy,i / ^' , 
V 2r — j, 



2 
1 



En intégrant, on trouve 

x:=i'àz\]iryx — jr\ -{- r arc sin — h coDst* 

r 

Cette équation est encore celle d'une cycloïde. Les pro- 
priétés dynamiques que nous venons de trouver ont fait 
donner à la cycloïde les noms de courbe tautochrone et 
brachystochrone, 

V. — Equations du mouvement d'un pendule simple 

DANS UN MILIEU RÉSISTANT. 

195. On n'est pas encore parvenu à intégrer le mou- 
vement d'un pendule dans un milieu résistant; mais on 
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peut exécuter cette înlégration dans le cas où Ton sup- 
pose T amplitude des oscillations très-petites. 

Soient 6^^ l'angle d'écart, 9 l'angle que fait, à un moment 
quelconque, le fil avec la verticale^ r la longueur du pen- 
dule, m la masse du point matériel pesant : le travail de la 
pesanteur est — mgrs\u0d9'^ la résistance du milieu, pour 
de peti ts angles d'écart, et par suite pour de faibles vitesses, 
peut être considérée comme proportionnelle à la vi- 

lesse r-y] en sorte que son travail pourra être représente 

par — kr-j- ' r J9, ou par — Ar* ( -j- j dt. Le théorème 
des forces vives nous donnera alors 

ou, ce qui revient au même, 

dt dt^ ^ dt m \dt ] 

c'est-à-dire 

rf»e , ^ k dB 

dt^ ^ m dt 

Si l'on remplace sin0 par 9, ce qui est permis, si 6 reste 
très-petit, nous aurons 

d-'B k dQ 
^ ^ dt^ m dt ^ 

Pour intégrer cette équation, on commencera par ré- 
soudre Téquation caractéristique 

rcc H a -h fl' =: o; 

m 
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d'où Ton tire * 



2r 



Les valeurs de a seront généralement imaginaires^ tou- 
tefois si m est faible, et si A, la résistance correspon- 
dante à la vitesse de i mètre par seconde, est considé- 
rable, les valeurs de a pourront être réelles; nous 
distinguerons donc trois cas : 

i^ Les racines de l'équation caractéristique sont ima- 
ginaires. Les solutions de l'équation (i) sont de la forme 



* . 



(3) ^ = e ^^^ (Acospr-4-BsinpO, 
\k désignant, pour abréger, la quantité 

i/£ ^. 

On déterminera les constantes A et B^ en exprimant que^ 
pour ï = o, on a = 00 et -— = o, on a ainsi 

0= A -t-Ba; 

2/wr ^ 

d'où l'on tire 

2fx//ir 

L'équation (3) montre que le mouvement est oscillatoire, 
mais que l'amplitude des oscillations tend vers zéro quand 
t croît indéfiniment. Du reste, l'amplitude des oscillations 
est facile à calculer. Si, en effet, dans (3 ) on remplace A 
et B par leurs valeurs, on a 

(4) Bz=e''^^[BoCOSu.t'\ ^sinafU 

\ * 2.\t.mr ^ J 

(5 3-=— eo r , . ^ «'"^SÎDtA/. 



TROISIÈME PARTIE. CHAPITRE IT. 3o5 

Si, dans la dernière formule, on fait t = o. -•> — > — )•••» 
on trouve -— = o. Ces quantités représentent les durées 

Cww 

successives de la première, des deux premières, des trois 
premières... oscillations : les oscillations sont donc iso- 
chrones, comme dans le vide ; leur durée est 



/g ^' /'• 



TT 

- ou TT : \ / ~ -; : ou TT I / - J 



si k est très-petit. Si, dans la formule (4)) on fait 





/ o, 


TT 27r 
9 > • • • 1 




on aura 




\ 






Ô~— So 


it« 


aAïc 


e 0., 


e »'"«*'•, 9 — B^e 


2m|&r 






3Aic 





Ces diverses valeurs de 9 représentent les amplitudes suc- 
cessives des oscillations; elles varient, comme l'on voit, 
en progression géométrique. 

2° Les racines de Téquaiion caractéristique sont 
réelles; dans ce cas, est de la forme 

et l'on a 

A4-Bi=:G„ Aa-+-Bp=:o; 



on eu déduit 



A — P^o B __ *^» 



ou 



P — a a — p 

p — a 7 
dt a — p ^ ^ 

I. 20 
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On voît donc que -7- ne change jamais de signe*, par suite 

6 décroît toujours, et pour i = oo,ona0 = o: dans le 
cas actuel, le mouvement n'est donc plus oscillatoire. 

3" Si les racines de l'équation caractéristique sont 
égales, on a 



= 6 *'«'• (A-hB/), 

et Ton déterminera les constantes A et B au moyen des 
formules 



o=— A hB. 

2mr 



On en conclura 



\ 2/Wi 



= O„e *'«' 

2/wr 



é/e hU —i 

— ù p. intr . 

■—- ne change jamais de signe, et = o pour ^ = 00 : le 

mouvement est donc toujours de même sens et finit par 
s'éteindre pour f = 00 . 

Prenons maintenant un mobile en mouvement sur une 
courbequelconque. Soien 1 5 l'arc de courbe compté à partir 
du point le plus bas-, x^y les coordonnées du mobile à 
l'éqoque t : nous aurons, en vertu du théorème des forces 
vives, en observant que le travail de la pesanteur est 
— S ^y ^^ V^^ celui de la résistance du milieu est 

dt ' 

a - w I — - I •=1'— sdy — k -' ds. 
2 \(itj ^ -^ dt ' 

ou 



ds d^s 
m — - 
dt 



d^s dy ds fds\* 

dF'^'^^d^di" \dt) 
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d^s dy , ds 

dt^ ^ ds dt 

Cette équation prendra la forme très-sîmple et identique 
avec celle des petites oscillations sur le cercle que nous 
venons d'intégrer, si Ton a 



dy s 

ds r 
■ou 

ic.\ ds r 

•de cette formule, on tire 

d^s r ds 

df* s"^ dy 

Vest-à-dire, en vertu de (6), 

d'^s [ ds\ 



1 



s fds 

dy'^'^^'^XdTyj 



I dx^ 
On conclut de là, en remplaçant ds par \/ i-f- v^ ày^ 



d 
dy 



/-(!)■=- [-(!)■] 



Posons — - = », nous aurons 
dy ^' 



ou 



ou 



enfin 



v/i-f-/?' dy 
rpdp 



17^7.=^^"' 



20. 
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a désignant une constante; ou, remplaçant r par 2/v 



ou bien 






s/- 



dy z=i dx. 



a 4-7 

Celte équation, que nous avons déjà rencontrée, est celle 
d^une cycloïde. Ainsi, dans le pendule cycloïdal, les oscil- 
lations, dans un milieu résistant, s'efTecluent comme les 
petites oscillations d'un pendule circulaire : cette propo- 
sition, du reste, se vérifie, quelle que soit la loi de la ré- 
sistance du milieu. 

VI. Du PLAN INCLINÉ. 

200. Considérons un point matériel pesant de masse m 
assujetti à demeurer sur une droite fixe faisant avec l'ho- 
rizon un angle i et développant un frottement propor- 
tionnel à la pression ; et proposons-nous de déterminer 
le mouvement de ce point. 

Le problème que nous allons résoudre est ce que Ton 
appelle le "problème du plan incliné ^ il a servi, comme 
l'on sait, à effectuer la première détermination approxi- 
mative du nombre g. 

Nous désignerons par x l'arc décrit par le mobile à 
partir de sa position initiale. Nous prendrons pour axe 
des X la droite donnée, et pour axe des y la normale à 
cette droite menée par l'origine du mouvement. Nous 
aurons alors, en désignant par N la réaction normale el 
par/^N le frottement, 

d^x 



m 



do 



z= mg sin/ — /N, 



d^Y 
m —, — = o = N — ms cos/, 
dr ^ * 



TROISIEME PARTIE. CHAPITRE IV. 309 

et nous devrons considérerycomme négatif dans le mou- 
vement ascendant. En remplaçant, dans la première 
équation, N par sa valeur déduite de la seconde, nous 
aurons 

— = g{smi—fcosi), 

ou bien, en intégrant et en déterminant convenablement 
les constantes, 

X =z- t^lsïni — /ces/) + Po^* 

Le mouvement sera donc uniformément accéléré, et Tac- 
célération sera 

g'(sin/— /ces/), 

ou, si l'on pose y = tangç, 

sin(/ — ©) 
g —^ 

C0S(p 

if désignant ce que Ton appelle Vangle de frottement. 
Supposons d'abord v^^^ négatif, le mouvement sera ascen- 
dant, et comme Ton a 

djc sîn (/ — ©) 

■7-—ë^ — ^^ ^+^'0, 

as ces y 

le mouvement s'arrêtera dès que 

gt — i ^ + p, = o, 

COS<p 

ou dès que 

— ('oCOS<p 

"~^sin(/— f) 

Il ne faut pas oublier que jf est négatif et que — 9 est po- 
sitif : donc la valeur précédente de t est finie; lorsque le 
mobile se sera arrêté, cf changera brusquement de signe. 
Si Ton transporte alors l'origine au point d'arrêt, l'é- 
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quation du mouvetnenl devient 

^ = - t^l&ini — /cos?), 

OU 

2 COS<p 

Celle équation se réduit à a: = o, et le mobile reste eir 
repos lorsque i = (f ou lorsque /*= tangi ; l'angle (f n'est 
jamais plus grand que i\ parce que, le frottement devant 
s'opposer au mouvement, (f changerait de signe si le 
point X devait se mettre à remonter le plan incliné, ce 
qui prouve que, pendant le repos, la valeur de 9 doit 
forcément changer si l'on a i = cf , et, par suite, le frot- 
tement au repos doit être inférieur en général au frotte- * 
ment pendant le mouvement. 

Lorsque Ton communique au point un mouvement 
descendant, son mouvement est accéléré si 2 ^ y, retardé 
si i<Ci^y et uniforme si /== cj>; en sorte que, dans le cas 
où i<C.<^^ le mobile s'arrêtera et (f devra forcément de- 
venir égal à i pour que le mobile reste en repos. <j> esty 
comme l'on voit, une fonction discontinue du temps; 
cette discontinuité rend assez difficiles les questions de 
Dynamique dans lesquelles on doit faire intervenir le 
frottement. 

EXERCICES. 

I. Trouver le mouvement d'un point m animé d'une vitesse ini- 
tiale i>^ sollicité par un centre qui agit proportionnellement à la 
distance, en supposant que le centre en question se meuve unifor- 
mément dans le sens de la vitesse initiale (^^ du point m, 

II. Trouver le mouvement d'un point placé dans le plan d'un 
cercle dont tous les éléments exercent une action proportionnelle à 
la distance. 

III. Trouver le mouvement rectiligne d'un point attiré par un 
centre fixe en raison inverse du cube de la distance. 
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IV. Trouver le mouvement d'un point sollicité par m centres 
fixes proportionnellement à la distance. 

N, B, Le mouvement d'un point sollicité par deux centres fixes, 
en raison inverse du carré de la distance, a occupé successivement 
Euler {Acad, Berlin^ 1760), Lagrange [Méc, anal,), Jacobi (Crelle, 
t. XXVn-XXIX) et M. J.-A. Serret [Thèse, 1847). 

V. Un point matériel M se meut uniformément sur une droite D 
(ou sur un cercle C); un second point M' se meut uniformément 
aussi avec une vitesse égale ou inégale à celle du point M : on sup- 
pose la vitesse du point M' constamment dirigée vers le point M. 

Trouver : i" la trajectoire du point M'; 2° la forcée qui l'oblige à 
décrire la trajectoire (la trajectoire porte le nom de courbe de 
poursuite), 

VI. Trouver le mouvement d'un point sollicité par une force per- 
pendiculaire à une droite fixe, et i** proportionnelle à la distance 
qui sépare le point mobile de la force, a° ou proportionnelle à l'in- 
verse de cette distance. 

VII. Étudier le mouvement d'un point assujetti à demeurer sur 
un cercle fixe et sollicité par un point fixe proportionnellement à 
la distance. 

Vni. Trouver une courbe située dans un plan vertical telle, qu'un 
mobile placé en M sur cette courbe et abandonné à son propre 
poids mette le même temps pour parcourir l'arc MN de cette courbe 
que pour parcourir la corde de cet arc, quelle que soit du reste 
l'extrémité N de cet arc. (On doit trouver une lemniscate de 
Bernoulli.) 

IX. Un cercle 0' roule sur un cercle extérieurement et en- 
gendre une épicycloïde. On suppose un point mobile placé sans 
vitesse initiale sur cette épicycloïde, et l'on demande de déterminer 
le temps d'une oscillation efi'ectuée par ce mobile, en le supposant 
sollicité par une force émanant de 0. On supposera d'abord la 
force constante; on la supposera ensuite proportionnelle à la dis- 
tance, enfin proportionnelle à l'inverse du carré de la distance. 

N. B, On trouvera un grand nombre de problèmes sur les tau- 
tochrones dans le troisième volume des Œuvres de Lagrange , pu- 
bliées par M. J.-A. Serret (chez Gauthier-Villars). 

X. Soient F la forc^ qui produit l'équilibre d'un fil suivant une 
courbe plane donnée, F' la force nécessaire pour entretenir le mou- 
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vement d'un point matériel sur cette courbe. Si les forces F et F' 
sont parallèles, on aura 

F = XF'sini, 

k désignant un coefficient constant, et / l'angle que la tangente à la 
courbe fait avec la direction de F et de F'. (Paul Serret, Théorie 
nouvelle géométrique et mécanique des courbes à double courbure») 

XI. Conclure, du théorème précédent, que la chaînette est la tra- 
jectoire d'un point matériel soumis à l'action d'une force proportion- 
nelle à la distance du mobile à un axe fixe. 

N, B. On trouvera, dans la Mécanique céleste de Laplace, 
t. I, deux méthodes différentes de celles que nous avons données 
pour trouver le mouvement d'un point sollicité par un centre 
fixe, en raison inverse du carré de la distance. 

XII. Un point matériel pesant décrit une courbe verticale telle, 
que le rapport k de la pression à la force centrifuge soit constant. On 
démande l'équation différentielle de cette courbe. Intégrer cette 
équation dans les cas suivants : 

A- = 2, G, - et - • 
2 2 

XIII. Considérons une série de cycloïdes Issues d'un même 
point A, situées dans le même plan vertical , et ayant leurs bases 
sur une même horizontale, des points matériels de même masse 
partent simultanément de A pour décrire chacun une des cycloïdes 
considérées ; on demande le lieu de leurs positions à l'époque t. Ce 
lieu porte le nom de courbe synchrone, (Jean Bernoulli , Actes de 
Leipsicky 1697.) 

* XrV. Déterminer le mouvement d'un point lancé sur un cercle qui 
exerce un frottement proportionnel à la pression et à la vitesse. 

XV. Un point mobile décrit sur une sphère une courbe qui coupe 
tous les méridiens passant par deux pôles fixes sous un angle con^ 
stant : trouver la force qui sollicite ce point, en supposant le mou- 
vement uniforme. 

XVI. Un aimant tourne uniformément autour du milieu de la 
droite qui joint les pôles et décrit ainsi un plan ; dans le plan de cet 
aimant se meut une masse de fer de dimensions infiniment petites^ 
assujetties à rester sur une droite fixe. On propose d'étudier le 
mouvement de la masse de fer (on supposera l'action de chaque 
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pôle constante, et non pas, comme cela devrait avoir lieu, propor- 
tionnelle à l'inverse du carré de la distance) ; on examinera le cas 
où la trajectoire exerce un frottement proportionnel à la pression. 
On supposera aussi le frottement proportionnel à la vitesse. 

XVII. Trouver l'équation différentielle de la brachystochrone dans 
un milieu résistant. 

XVni. Trouver le mouvement d'un point lancé avec une vitesse 
donnée dans un milieu dont la résistance croît proportionnellement 
à la distance à un plan fixe. 

XIX. Trouver la brachystochrone dans le cas d'un point solli- 
cité par un centre fixe proportionnellement à la distance. 

IV, B, Le mouvement des planètes, dans l'hypothèse d'un milieu 
résistant, se trouve traité dans la Mécanique de Poisson et de 
Lagrange. 
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NOTES. 



St]R LA THÉORIE DES SURFACES. 

201. Nous avons employé dans cet Ouvrage, et nous 
emploierons encore, les équations 

(i) x=iacos(fSïn9y y=b^ïn(fSÏnB^ z = c cosB 

pour représenter un ellipsoïde*, nous avons dît, mais sans 
le démontrer, que cp = const. et = const. détermi- 
naient deux séries de courbes, qui en leurs points de 
croisement étaient tangentes à deux diamètres conjugués 
de l'indicatrice. 

Trois équations telles que 

déterminent une surface dont Téqualion en coordonnées 
ordinaires s'obtient en éliminant .6 et (j)^ 9 et cf, égalés à 
des constantes, représentent deux séries de courbes que 
l'on appelle lignes coordonnées. Une relation entre 6 et cp 
telle que 

détermine une courbe tracée sur la surface. En effet, en 
vertu des formules (2), ô et cp sont fonctions de x^j et Z] 
donc F = o équivaut à une équation entre x, y et z, 
c'est-à-dire représente une surface qui, par son inter- 
section avec la surface proposée, fournit une courbe. 

Ceci posé, on peut énoncer les deux théorèmes sui- 
vants : 
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1*^ La condition nécessaire et suffisante pour que les 
deux équations 



(3) 



z=i const. , 9 = const. 



représentent des lignes conjugués y c'est-à-dire tangentes 
en leur point de croisement à deux diamètres conjugués 
de Tindicairice, est 



(4) 



dx 


rf9' 


dz 

dQ 


dx 
d<a 


dy 

d<f 


dz 
d<f 


Vx 


d'y 


d'z 



dQd^ dBdtf dQd<f 



= o. 



Si l'on désire, en outre, que les lignes (3) soient lignes 
de courbure, il faudra, à l'équation (3), joindre la sui- 
vante : 



(5) 



dx dx dy dy dz dz 

dB df dQ 7ï^ dQ d^~ ' 



On vérifie sans peine que les valeurs de x^j, z tirées 
de (i) satisfont à l'équation (4). 

2^ La condition nécessaire et suffisante pour que les 
équations (3) représentent des lignes asymptotiques , 
c'est-à-dire tangentes en leurs points de croisement à 
deux asymptotes de l'indicatrice, est que l'on ait iden- 
tiquement 



dx 

rf9' 


dy 

dQ' 


dz 
dQ 


dx 
d(f 


dy 

d(f 


dz 
d(f 


d^x 


d'y 


d^z 



d^ 



dQ' 



dQ' 



= o, et 



dx 
dQ^ 


dy 
dQ' 


dz 
dQ 


dx 
dff 


dy 
dtf 


dz 
d(f 


d^x 


d'y 


dH 



d(f' d(f'^ d<f^ 



=t o. 
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Ces théorèmes se démontrent de la façon la plus simple 
en cherchant Téquation générale des lignes conjuguées 
ou asymptotiques en coordonnées ordinaires, et en écri- 
vant que celle équation est identiquement satisfaite 
quand on y substitue à la place de a:, y^ z leurs valeurs 
exprimées en et en (p. Les calculs sont un peu longs, 
mais n'offrent aucune difficulté. Ces deux théorèmes, que 
je crois nouveaux, complètent les résultats obtenus par 
Gauss dans ses Disquisiliones circa superficies curvas. 
Les ihéorèmes de M. Dupin se démontrent avec une sim- 
plicité extrême en partant du premier de nos théorèmes. 



SUR LES APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES DE LA CINÉMATIQUE. 

Nous avons vu (29) que le mouvement le plus général 
d'un solide présentant un point fixe se ramenait à une 
rotation effectuée autour d'une droite à laquelle on a 
donné le nom dî^axe instantané» 

Supposons que le point fixe se transporte à l'infini \ 
tous les points du solide vont décrire des lignes planes, 
et le théorème que nous venons de rappeler va se trans- 
former dans le suivant, facile à démontrer directement : 

202. Théorème L — Toutes les fois quune fgure 
plane se déplace, sans se déformer, dans son plan, son 
mou\^ement se ramène à une rotation effectuée autour 
d^un point fixe que Von appelle centre instantané de 
rotation. 

Considérons une figure plane en mouvement dans son 
plan. Soit AB [fig* 36) une droite liée à la figure, soit 
A'B' la position occupée par AB lorsque la figure s'est 
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déplacée infiniment peu ; sur les milieux de A A' et de BB', 
élevons des perpendiculaires; ces perpendiculaires PO, 
QO se couperont en un point O situé à une distance finie 



Fig. 36. 



ou infinie, et il est bien évident que Ton amènera la 
figure de l'ancienne position à la nouvelle, en la faisant 
tourner autour du point O d'un angle égal à A'OA. 

Or A' A est l'élément de courbe décrit par un point 
quelconque de la figure mobile et PO est la normale à 
cet élément. Donc : 

203. Théorème IL — Les normales aux courbes dé- 
crites par un point de la figure mobile passent par un 
point fixe qui est le centre instantané. 

Si du point O on mène OH et OH' normales, res- 
pectivement, à AB et A'B', on aura OH = OH' et 
A0A'=H0H^5 par suite, le point H viendra en H' 
quand AB s'appliquera sur A'B', et pendant le déplace- 
ment H décrira un arc de cercle HH' tangent à AB et 
à A'B', et, par suite, H décrit l'enveloppe de AB, Donc : 

204. Théorème III. — Le point où une droite AB de 
la figure mobile touche son enveloppe est le pied de la 
perpendiculaire menée du centre instantané sur cette 
droite. 



/ 
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Ces ihéo' ^ y/'^^''''^/;?^ où i4ve courbe liée 

en chercb f/'^'*^//. -^ ^ en\^eloppe est le pied de 

ou asyin /// f0^'^/î /(^^''^^..assant par le centre instan^ 

Ât^'"'^^^ 7 f^/ï^'cs instantanés dans le plan, 

. z^'^'^' f J^ ^'^" h ûsi^^^ mobile, lieu des points qui 

ma ^/W^^ //i?^^ I . , 

y^ ,fhe '^ .vaillent avec les centres instantanés. 

*l ^ 'jei^^ fouy^^ qtie le mouvement de la ligure 

^'ifM''^'^ , z.n supposant que l'on fasse rouler L' 

tf/ ^ /ère qtie tous leurs éléments viennent suc- 

^fl //es u"S sur les autres, ou, comme l'on dit, 

ces^^^^ rouler U sur L sans glissement. Ainsi : 

ryû Théorème V. — Le mouvement le plus général 
. n û^ure dans son vlan se ramène au roulement 
g Aissement d'une courbe liée à lajigure mobile sur 
j^ne courbe fixe. 

Ija démonstration de ce théorème est identique à celle 
jue nous avons donnée pages Sa et 33. 

207. Théorème VI. — Réciproquement ^ lorsqu'une 
courbe \J roule sur une autre L sans glisser^ le centre 
instantané se trousse au point de contact des deux 
courbes. 

En effet, dans le roulement, le point de contact se dé- 
place d'une quantité infiniment petite du second ordre. 
Soit M' le point de la courbe U qui vient s'appliquer en M 
pendant le roulement, O le point de contact actuel des 
deux courbes^ le déplacement du point M' est mesuré 
par MO X angle M'OM; si MO est infiniment petit, 
l'angle M'OM le sera aussi, et MM' sera du second 
ordre, comme nous l'avions annoncé. 

Soii C'OC la normale commune aux deux courbes à 
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l'époque ï; soient M'C et MC les normales infiniment 
voisinesj OC^ r, et CVC'^r' seront les rayons de cour- 
bure des courbes L et L' en O. Chercbons le rayon de 

Fig. 37. 




courbure p de ta courbe fift' décrite par le point fi ; soit fi' 
la position occupée par fx quand le point M' est venu 
en M : (i'M sera la normale à fifx' passant en fi'. Mais 
[*'M. peut être remplacé par (a'M', la distance MM' étant 
du second ordre. Soit F le point de rencontre de fiO et 
de/x'M',onaura 

Soit dt l'angle de contingence, on a 



Or (i^' est l'arc dont a tourné le point [a ; si l'on désigne 
Ofj: par n et le déplacement angulaire par at, on aura 

(2) fLn'=rta. 

Or l'angle tù est l'angle dont tourne M'C pour venir se 
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placer dans le prolongement de CM . On a donc 

3 « = C-hC' = - 4--:, 

ds désignant la longueur commune des arcs OM, OM'. 
Si sur M'O et /x'M' on construit le parallélogramme 
M'fx'Ov, on aura 

Soit A le point où Ov rencontre ^^'. On aura, en ap- 
pelant y Tangle fxOC'= A/x'v que fait la normale à la 
courbe /tx/ui' avec la normale aux courbes L et U, 

[if k z=z ds cosff , ptA = ^pi' — ds cosff. 
Or 

u.Ok = di = ^^ 
* n 

OU, en vertu de la zormule précédente, 

(4) d^ = Pf'-^^'^o^y . 

n 

(i), (2), (3) et (4) donnent 



/•"•* -h r'-^ — «-' ces y 



\ ' ° -.-1 _1_ •.'— 1 M— I 



SI la courbe L' avait éié intérieure à L', on aurait eu 

si L avait été intérieure à L', on aurait eu 
(7) , = ^"<'--'-' 



r'—* — r~* -4- «— * ces y 
Les théorèmes qui précèdent sont d'une grande utîlilé 
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dans la recherche des normales et des rayons de courbure 
des courbes. Nous prendrons un exemple. 

208. On appelle épicycloïde la courbe engendrée par 
un point M d'une circonférence L' assujettie à rouler 
sans glisser sur une circonférence fixe L. Si les circon- 
férences L et U ont leurs centres d'un même côté du 
point de contact, l'épicycloïde est intérieure; dans le cas 
contraire, on dit qu'elle est extérieure. 

Si la circonférence fixe L se réduit à une droite, l'épi- 
cycloïde devient ce que l'on appelle une cycloïde; si la 
circonférence mobile se réduit à une droite, l'épicycloïde 
devient une développante de cercle. 

209. i^ Ceci posé^ les théorèmes II et \1 montrent 
que la normale, en un point M de l'épicycloïde, est la 
droite qui joint ce point M au point de contact O des 
deux cercles. 

2° La tangente au point M est la droite qui joint le 
point M au point diamétralement opposé au point de 
contact O dans le cercle L'. 

3** Le rayon de courbure de l'épicycloïde est donné 
par l'une des formules (5), (6), (7) du n*^ 207 (Théo- 
rème VI), dans lesquelles r et r' seront les rayons des 
cercles L et L'. Dans le cas actuel, les formules en ques- 
tion se simplifient, car n = 2r'cos(p, et alors 



nr 
n 



ir' 



en convenant de donner des signes aux quantités p, r et r'. 
Ceci posé^ on propose : i^ de donner une construction 
géométrique du rayon de courbure, 2° de démontrer que 
la développée d'une épicycloïde est une épicycloïde sem- 
blable à la première. 

I. 21 
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4^ L'épicycloïde est une courbe algébrique toutes les 

fois que le rapport -j est commensurable. Si l'on prend 

pour axe des x la droite qui joint le centre des cir- 
conférences L et \J au moment ou le point O, décri- 
vant l'épicycloïde, est sur la ligne des centres, la courbe 
pourra être représentée par les équations 

' X •=: (r -^ r^ ) cosu — r'cos ; — «, 

r 



y •=z (r-hr') sinw — r'sin ^ — u. 

r 

Dans ces formules, r' aura le signe 4- si les circonfé- 
rences r et r' sont extérieures, le signe — dans le cas 
contraire*, u désigne Tangle que fait la ligne des centres 
avec l'axe des x. 

Examiner les cas particuliers de r = c» , r' = it; oo ; 
en déduire les propriétés de la cycloïde et de la dévelop- 
pante du cercle ; examiner le cas de /*' = > r' = — -j : 

dans le premier cas on a une droite, dans le second une 
ellipse (*). 

210. Méthode de Roberval. — Dans le Recueil de 
divers ouvrages de Mathématiques et de Physique des 
Membres de Vuécadémie des Sciences publié piar Gal- 
lois, 1690, se trouve Texposé d'une méthode pour le 
tracé des tangentes aux courbes; cette méthode, due à 
Roberval, a précédé la découverte du calcul infinité- 



(*) On trouvera des détails sur ces sujets : lO dans la Cinématique d« 
Bour; 2^ dans le commencement du Calcul infinitésimal de M. Duhamel; 
3^ dans le 25^ cahier du Journal de l'École Polytechnique^ Mémoire de 
M. de la Gournerie; 4^ àtins le troisième volume des Œuvres de Pascal, 
annotées par M. Drion (Librairie Hachette). 
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simal. Si l'on ouvre le Traité des fluxions de Newton, 
traduit en français (*), on s'apercevra facilement qu'au 
fond la méthode des fluxions est l'étude d'un cas parti- 
culier de la méthode de Roberval. 

La tangente à une courbe n'est autre chose que la di- 
rection de la vitesse d'un mobile assujetti à décrire celte 
courbe. Si l'on peut décomposer celte vitesse en plusieurs 
autres faciles à trouver, on construira facilement la vi- 
tesse résultante, et par suite la tangente à la courbe en 
question. Tel est le principe de la méthode de Roberval. 
Newton, dans son calcul des fluxions, considère les com- 
posantes de la vitesse suivant deux axes rectangulaires. 

Nous ne ferons qu'une seule application de la méthode 
de Roberval. Considérons une ellipse. Soient F et F' les 



9 

F 




foyers, M un point de la courbe. Supposons qu'un mo- 
bile décrivant la courbe soit arrivé en M à l'époque ^, 
décomposons sa vitesse en deux autres, dirigées, l'une Mm, 
suivant FM, l'autre, Mp', suivant MF'. Or on a 

MF -h MF' = 2a, 

na désignant le grand axe. On en déduit 

^MF ûfMF' 

(i -:; 1 ^ — = o; 



(*) Newton, Méthodes des Fluxions et des Suites imfinies. In-4; i74o* 
Chez Gauthier-Villars Prix .* 6 francs. 
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d'où Ton conclut, au premier abord, que les vitesses Mu 

et Mi', respectivement égales a —-7— et a — - — ? sont égales; 

par suite, la vitesse cherchée est la diagonale d'un losange 
ayant pour côtés un rayon vecteur et le prolongement de 
l'autre. On trouve ainsi que la bissectrice extérieure de 
l'angle des rayons vecteurs est la tangente cherchée. 

Mais ce raisonnement, qui a été appliqué par Rober- 
val à l'hyperbole, n'est pas juste, parce que l'on a admis 

que u était égal à — — ■• Voici comment on doit présenter 

les choses. 

La vitesse cherchée MT est la résultante de deux 

autres : 1° la vitesse Mm = —r— du point M suivant FM*, 

a** la vitesse de circulation wT du rayon FM; elle peut 

aussi être considérée comme la résultante de Mi' = — ; — 

(il 

et de la vitesse de circulation vT du rayon F'M. Mais 
en vertu de (i),Mi*=Mi'; les deux triangles rectangles 
MuT et Mi'T sont donc égaux comme ayant même hy- 
poténuse et un côté égal. Doue MT est bien la bis- 
sectrice extérieure de l'angle des rayons vecteurs. 

c. Q. F. D. 

EXERCICES SUR LA CINÉMATIQUE. 

N. B. On trouvera de Dombreux développements sur l'étude du 
mouvement considéré indépendamment de ses causes : 1*^ dans les 
Ouvrages de Cinématique de Bour et de M. Resal ; 2'' dans la Thèse 
de M. Nicolaïdès, officier du Génie de l'armée hellénique ; 3" dans 
divers Mémoires de MM. Mannheim et Ribaucour. 

I. Lorsqu'une figure plane se déplace dans son plan : 1° il existe 
toujours un point de cette figure dont Taccélératijtfn totale est nulle : 
ce point s'appelle le centre des accélérations; x le lieu des points 
dont l'accélération tangentielle est nulle est un cercle ; 3° le lieu des 
points dont l'accélération normale est nulle ^st un cercle. 
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U. Soit MJ l'accélération d'un point M à l'époque /, M'J' son ac- 
célération à l'époque i -hdt, soit R la résultante de ces deux accé- 

lérations; -r est ce que M. Somoff appelle V accélération du second 

ordre du point M. 

Ceci posé, on propose de calculer : i** les composantes parallèles 
à trois axes rectangulaires de l'accélération du second ordre ; a° la 
grandeur et la position de la droite qu'il faut composer avec l'ac- 
célération relative et l'accélération d'entraînement du second ordre, 
pour obtenir l'accélération absolue du second ordre. 

(SoMOFP, Acad. de Saint-Pétersbourg : Mémoires sur les accé- 
lérations des divers ordres,) 

m. Considérons un système de points en mouvement, soit 
l'un d'eux; à l'époque ^ autour du point comme centre décrivons 
une sphère infiniment petite. Soit A un point de la surface de cette 

sphère ; portons sur le rayon OA une longueur OM égale à jrr \ : 
le lieu des points M ainsi obtenus sera un ellipsoïde. 

IV. Vépitrochoïde est la courbe engendrée.par un point invaria- 
blement lié à un cercle mobile qui roule sans glisser sur un cercle 
fixe ; quand ce dernier se réduit à une droite, Vépitrochoïde devient 
une trochoïde : ceci posé, on demande de construire la normale et 
le rayon de courbure de l'épitrochoïde par la considération du centre 
instantané de rotation. 

y. Un point M se meut uniformément sur un cercle avec une 
vitesse a, pendant que le centre du cercle décrit une circonférence 
d'un mouvement uniforme : prouver que la trajectoire du point M 
est une épi trochoïde; examiner le cas où l'un des cercles a un 
rayon infini. 

VI. L'ellipse peut être engendrée par un point d'une droite de 
grandeur constante qui s'appuie sur deux droites rectangulaires. 
Montrer que le centre instantané décrit un cercle, et que, par suite, 
toute ellipse est une épitrochoïde ; en déduire un moyen de con- 
struire le rayon de courbure de l'ellipse. 

VIL Appliquer la méthode de Roberval au tracé de la tangente 
à l'hyperbole, à la spirale d'Archimède, aux conchoïdes. 

Vm. Un angle constant a ses deux côtés tangents à une courbe 
donnée : mener la normale au lieu de ses sommets. 
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IX. Une droite de grandeur constante se meut de telle sorte que 
ses extrémités s'appuient sur deux cercles situés dans le même 
plan : étudier le mouvement d'un point quelconque de cette droite. 

X. Lorsqu'un plan se meut dans l'espace, les plans normaux aux 
trajectoires de ses points passent tous par un même point du plan, 
que l'on appelle foyer. 

La trajectoire du foyer est perpendiculaire au plan mobile. 

Le lieu des points dont les trajectoires sont situées dans le plan 
mobile est une droite ; cette droite est la caractéristique du plan. 

Lorsque plusieurs plans passj3nt par une même droite A , le lieu 

de leurs foyers est une droite B. Les plans qui passent par la 

droite B ont leurs foyers sur la droite A. 

(Chaslbs.) 



FIN DU TOME PREMIER. 



ERRATA. 



Page 17, avant-dernière ligne, au lieu de les projections de la vitesse , 
Usée les droites qui représentent la vitesse. 

» 61, ligne 5, au lieu de la résultante qui représente. Uses la résul- 
tante des droites qui représentent. 

» 107, dernière ligne, au lieu de appliquée au solide par le point 0; 
on, lisez appliquée au solide; parle point O, on. 

■ 199, première formule de la page, au lieu de -r- 9 lisez —r^» 

dx dx 

» 204, formule qui précède immédiatement la formule (2), au numé- 
rateur, au lieu de sin^ cosg, lisez sin^cosgf. 

» 207, formule (4), rétablissez les différentielles d^dt sous Vintégrale. 

» as^f lignes ai et a2, au lieu de k la. force centripète et à la force 
centrifuge. On, lisez à la force centripète et à la force tan- 
gentielle. On. 
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